@F()RMULA DE TAYLOR

1.- a) Obtener la formula de Taylor de la funcion Inx en un entorno de a=1.
b) Calcular In(1,1) con el polinomio de Taylor de grado 5 y estimar el error
cometido.
¢) Calcular In(1,1) con un error menor que una diezmilésima.

Solugion

2.- Hallar una aproximacion del valor numérico de In2, dando una cota del error
cometido, utilizando los polinomios de Maclaurin de grado 5 de las funciones:

a) f(x)=In(1+x)
1+ x
b) g(x)-ln(1 — x]
Escribir las formulas de Maclaurin de las funciones f(x) y g(x).

Soluicion

3.- Escribir la formula de Maclaurin de la funcion f(x)=ex.
b) Calcular de forma aproximada e tomando el polinomio de Maclaurin de
grado 5.
c) Acotar el error cometido en dicha aproximacion.
d) Calcular n en la formula de Maclaurin para obtener un valor aproximado de
Je con un error menor de 106,
e) Dado el polinomio de Maclaurin Tn(e*, O) obtenido en el apartado a) se pide
calcular:

i) Tu(e?, 0) i) Tu(e2*3, 0) i) Tu(eX*, 0).

SoE

4.- a) Escribir la formula de Maclaurin de la funcion y=cosx.
b) Calcular cosl con un error menor de 10-7.
c) Deducir a partir de a) el polinomio Tn(cosx?, 0).

1
d) Usar c) para estimar I f cos(x?) dx con tres cifras decimales exactas.

Sollicion

5.- a) Demostrar que si y=f(x) es una funcion impar, entonces Tn(f(x), O) solo
tiene potencias impares. Andlogamente si f(x) es una funcién par, entonces
Tn(f(x), O) solo tiene potencias pares.

b) Desarrollar tgx en potencias de x hasta el término de grado 5, empleando

sen X

la igualdad tg x = cos X -

oz
Solucion
6.- a) Hallar la férmula de Taylor de la funcién f(x) = ¥/x en el punto a=1.
5x* — 24x® + 60x + 40
81
pequefio, es decir, para x proximos a 1. Acotar el error cometido en dicha
aproximacién cuando |x — 1] < 0,01.

b) La aproximacién Ix ~ se utiliza cuando |x - 1] es
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FORMULA DE TAYLOR

Soluicion

tg x — sen x

7.- Calcular lim 3

x>0 X

Soluicion

8.- Para cada una de las funciones siguientes y para los valores de a y n
indicados se pide:
a) Hallar el polinomio de Taylor.
b) El resto de Lagrange correspondiente al polinomio obtenido en a)
f(x)= Vx para a=4 y n=3.
f(x) = V1 + x para a = 0

f(x) = In(cos x) para a=0 =
f(x) = cos x para a=§ y n=4
f(x) = sen x para a=§ y n=4
f(x) = arctg x para a=1 y n= 3

Solucion

9.- Utilizando los polinomios y los restos de Lagrange correspondientes obtenidos
en el ejercicio anterior, se pide hallar el valor aproximado y una estimacion del
error cometido para: 5 cosl arctg+/2

Soluicion

10.- Explicar la procedencia de las siguientes igualdades aproximadas, validas
para valores pequefios de x > O y acotar el error cometido en las mismas

In(cos x) = - X _ X X, <
T2 12 3 15
arcsenx = X + x_3 arctgx ~ x — x_
6 9 3
e + e~ x?  x* X
hx=———"=~1+"++— In(x 1+ x ) —
cos > + > + >4 + 1+ -3

Solucion
11.- Sea f(x) = xe™ + tg(x)

a) Hallar la formula de Maclaurin de orden 3 de f.

b) Hallar una aproximacion del valor f(0,01) con el polinomio de Maclaurin
de orden 3

c) Acotar el error cometido en el cdlculo de f(0,01) en el apartado b)

Sollicion

12.- Hallar el polinomio de Maclaurin de la funcion f(x) = cos x, de grado

L’ . 3 n . ¥4
minimo, que aproxime cos (3—0) con un error menor que 0.0005. A continuacion
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FORMULA DE TAYLOR

. T . . -
calcular el valor aproximado de cos (ﬁ) (con las cifras decimales que delimita

el error permitido).

Sollicion
13.-

a) Escribir la formula de Maclaurin de grado 3 de la funcion y = arctgx
b) Calcular el valor aproximado de arctg(0,1), utilizando el polinomio de
Maclaurin del apartado a) y acotar el error cometido.
arctg(x) — x
4x°

c) Calcular lim
x—0

S olucion

14.- Dada la funcién f(x):%

4 y hallar el valor aproximado de f(0,1) utilizando dicho polinomio.
oz
Solucion
3 5
15.- ¢Para qué valores de x podemos tomar x — — + X

6 120
menor de 0,0001?

, calcular el polinomio de Maclaurin de grado

por senx con un error

solicion
—*(1 = x)5 , se pide:

a) Hallar el polinomio de Maclaurin de grado 4 de la funcion f.
1

0,9°

16.- Dada la funcion f(x)=

b) Utilizando el polinomio de Maclaurin de grado 2, hallar , dando una

estimacion del error cometido.
c) ¢Es desarrollable la funcion f en serie de Taylor en a=2? Justifica la

respuesta. .
Solucion

17.- a) Obtener el polinomio de Maclaurin de grado 2, de la funcion
f(x)= argshx= In(x + V1 + x? )

b) Utilizando el polinomio anterior, hallar f(0,1).
c) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior.

Sollicion

18.- Usando Derive y aplicando la formula de Taylor, calcular los siguientes
limites

. tg° x — arcsen x? . X — sen x
o) lin oSy
1+ x —cosx—gln(l—x) e"—l—x—z
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FORMULA DE TAYLOR

. « cted o . In?(1+ x) — sen® x
c) !(lir(\)[cos(xe )—In(l—x)—x] d) lim g )

Soluicion

19.- Usando Derive resolver el siguiente problema: Dada la funcion f(x)=In(1+x),
se pide:
a) Obtener la expresion de la derivada n-ésima de la funcion.
b) Obtener la expresion de ™ (0).
c) Obtener los polinomios de Maclaurin de grado 3,4,5,6,7,8,9,10.
d) Representarlos graficamente junto con la propia funcion.
e) Escribir la expresion de las formulas de Maclaurin de f de grado 3,4 y 5.
f) Utilizar cada uno de los desarrollos del apartado e) para obtener una
aproximacion de In(1.1).
g) Acotar el error cometido en cada caso.
h) Si se quiere obtener el valor aproximado de In(1.1) con diez cifras
decimales exactas ¢cual es el menor orden del desarrollo de Maclaurin de f
que habra que usar?
i) ¢Es posible utilizar Maclaurin para calcular una aproximacion de In(2.5)?

Solucion

20.- a) Desarrollar en serie de Maclaurin la funcion la funcion f(x)=(1+x)?, a<R.

1
Jé1.1°

tomando los cuatro primeros términos del desarrollo ¢Cudntas cifras exactas

se obtienen con este método?
oz
Solucion

21.- Hallar el grado minimo del polinomio de Maclaurin para calcular con un error
menor que 0.001.

a) f(0.5) siendo f(x) = In(1 + x)

b) f(0.6) siendo f(x) = cos (nx2). _

Solucion

22.- Dada la funcion f(x) =1X, se pide:
¢

\“_n

b) Usando el apartado a) para el valor de "a" adecuado, calcular

a) Escribir la formula de Maclaurin.

R

n

<

. . . 1
b) Hallar el grado del polinomio que aproxima el valor de — con un error
(¢

0.00005.

N . . 1 .
Con el polinomio obtenido en b, hallar el valor aproximado de — con el nimero
€

de cifras decimales que delimita el error permitido.

Sollicion
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23.- Dada la funcion f(x) = %

FORMULA DE TAYLOR

, se pide:
X2 P

a) Calcular el polinomio de Maclaurin para n = 5.

b) Hallar el valor aproximado de f(0.1) que se obtiene con el polinomio
anterior.

c) Estimar el error cometido en la aproximacion anterior y corregir la
misma.

d) Si tomamos polinomios de Maclaurin de grado cada vez mayor (n— ),
el error al aproximar f(0,1) caumenta o disminuye? ¢y para f(1)?

Solucion

X

24.- Dada la funcion f(x) = log,, (%1] , se pide:

a)
b)

c)

25.- Dada la funcion f(x) =

a)
b)

c)

Escribir la formula de Taylor en el punto a=1.
Acotar el error cometido en el cdlculo de log,, (1,1) utilizando el polinomio

de grado 3.
Calcular el grado del polinomio minimo necesario para obtener un valor de
log,, (1,1) con un error menor a 10

M Solucion

e 2

J2n

Utilizar el polinomio de Maclaurin de grado 10 para calcular f(1).
Estimar el error cometido en la aproximacion anterior y dar f(1) con las
cifras exactas.

Obtener la aproximacion de la integral de la funcion f(x) entre O y 1
utilizando el polinomio del apartado a).

Soluicion

26.- Obtener 1.5 con una aproximacion inferior a una diezmilésima utilizando el
polinomio de Maclaurin de la funcién f(x) = Y1 + x .

SoEI

27.- Dada la funcion f(x) = ,/ﬁ , se pide:

a) Formula de Maclaurin de grado 4 de f(x).

b) Dar un valor aproximado de 1.5 utilizando el polinomio de Maclaurin
obtenido en el apartado anterior.

c) Acotar el error cometido en dicha aproximacion.

Sollicion
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FORMULA DE TAYLOR

28.- Dada la funcion f(x) = cos [In(l : "D Se pide:

a) Polinomio de Maclaurin de grado 5 de f(x) y resto de Lagrange correspondiente
a dicho polinomio.

b) Calcular el valore aproximados de cos (In [0_19J] mediante el polinomio de

Maclaurin anterior y acotar el error cometido

Soluicion

, se pide:

cos X

29.- Dada la funcion y = e

a) Calcular y', y", y™
b) Escribir el polinomio de segundo grado de Maclaurin de la funcion dada

cos z
c) Usando el polinomio anterior calcular aproximadamente e = e (3) y

acotar el error cometido en dicha aproximacion
d) Hallar los extremos relativos de la funcion y = e

Sollicion

30.-Sea la funcién f(x) = xe™ , se pide:

a) Hallar una aproximacion de f(1/2) y estimar el error cometido al usar el
polinomio de Taylor de f para a=1, n=7.

b) Lo mismo que en el apartado a) fomando el polinomio de Maclaurin de grado 7
de f.

c) Argumentar cudl de ambos polinomios es el mds adecuado para aproximar
f(1/2).

d) Obtener el polinomio de Maclaurin de grado n de la funcion f(x) a partir del
polinomio de grado n de e que es el que sigue:

x2 X3 x"

Tn[e_xlc‘=0,]=1—x+2—!—3—!+...+(—1)“m

Oz
Solucion
31.- Dada la funcién f(x) = (x + 1) e%, se pide:
a) Comprobar si se verifica la identidad: (x + 1)2 f'(x)-(x+3)f(x)-1=0
b) Escribir el polinomio de Maclaurin de grado 5 de la funcion f(x).
c) Calcular un valor aproximado de f(0.1) con el polinomio anterior.

d) Estimar el error cometido en dicha aproximacion.
e) ¢Existe algln valor de x (x = a) para el cudl no se cumplan las hipotesis de la

formula de Taylor? -
Solucion

32.- Dada la funcion f(x) = 4 arctg(x), se pide:
a) Hallar una aproximacion del valor de f(1) utilizando el polinomio de Maclaurin,
de grado 10, de la funcion f(x).

€os X
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FORMULA DE TAYLOR

b) Estimar el error cometido en la aproximacion anterior.

Solucion

33.- a) Calcular aproximadamente cosh 1 utilizando el polinomio de Maclaurin de
grado 10 de la funcion cosh x.
b) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior usando el resto de

Lagrange. -
Solucion

34.- a) Calcular aproximadamente arg senh 1 utilizando el polinomio de Maclaurin
de grado 10 de la funcion arg senh x.
b) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior usando el resto de

Lagrange. -
Solucion

35.- Dada la funcion 1 + 2x, se pide:
a) Calcular el polinomio de Maclaurin de grado 5 de dicha funcion.
b) Utilizar el polinomio anterior para obtener un valor aproximado de %3
estimando una cota maxima del error cometido.
c) Utilizar el polinomio anterior para obtener un valor aproximado

j _;1 31+ 2x dx
SoE

36.- a) Obtener el polinomio de Maclaurin de grado n de la funcion:

f(x)=ln[ 1+x]
1-x

b) Tomando en particular n=3 calcular aproximadamente Ln/(11/9) y acotar el

error en la aproximacion. -
Solucion

37.- Dada la funcion f(x) = arctg x se pide:

a) Formula de Taylor de grado 5 en el punto a = 1

b) Dar un valor aproximado de arctg (0.8) utilizando el polinomio de Taylor
de grado 5 obtenido en el apartado anterior.

c) Acotar el error cometido en dicha aproximacion.

Soluicion

38.- Sea f(x) = x* — x* + x*° . Obtener f(1.005) usando el polinomio de Taylor
de grado 2 de f en potencias de (x-1).

Solucion

39.- Obtener el polinomio de Taylor de orden dos de la funcionf(x) =

en el

log x
X

punto de abscisa 1.
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FORMULA DE TAYLOR

Soluicion

40.- ¢Qué error se comete al tomar como valor del nimero e la fraccion 65/24?

Sollicion

41 - Calcular sen 20° tomando n = 3 en el desarrollo de Maclaurin. Hallar una
cota del error cometido en dicho calculo.

Solucion

42.- Calcular los polinomios de Maclaurin de grado tres de las funciones cosx y
sen(2x), con sus correspondientes restos de Lagrange. Acotar el error cometido

en el cdlculo de cos(%) y de sen(%) con los dos polinomios anteriores.

Sollicion

43 .- Sea la funcién continua definida por: f(x) = x3
o si x=0

i 0]
Stx# . Se pide:

a) Hallar o para que efectivamente la funcion sea continua en x=0.
b) Obtener el polinomio de Maclaurin de f(x) de grado 4.
c) Aproximar f(1) utilizando el polinomio obtenido en el apartado anterior y

estimar el error cometido. -
Solucion

44 - Dada la funcion f(x) = V1 + x..
a) Escribir la férmula de McLaurin de f.

b) Hallar el valor aproximado de v1.1, tomando hasta el término de grado 3 en
el desarrollo del apartado a).
c) Acotar el error cometido en el apartado anterior.

SoE

45.- Dada la funcién f(x) = v/x . a) Escribir la férmula de Taylor de f para a=1.

b) Hallar el valor aproximado de 1.1, tomando hasta el término de grado 5 en
el desarrollo del apartado a). c) Acotar el error cometido en el apartado

anterior.
Solucion

_r
e 2dt.

46.- Dada la funcion f(x) = _[x \/%
= J2n

a) Hallar el valor aproximado de f(0,5), tomando hasta el término de grado 5
en el desarrollo del polinomio de Maclaurin de la funcion f(x).
b) Acotar el error cometido en el apartado anterior.

Sollicion

47 .- Hallar el grado minimo del polinomio de Maclaurin para calcular £(0.5), con
un error menor que 0.001, siendo f(x) = 1+x3 senx.
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FORMULA DE TAYLOR

Sollicion

48.- a) Hallar el polinomio de Taylor de grado 4 de la funcion
f(x) = cos(nIn(x)) en a = e.
b) Acotar el error cometido si utilizamos el polinomio anterior para evaluar f (2).

1
¢) Calcular, SIN USAR DERIVE, lim +¢“::(ﬂx'n(x))

Solucion

49.- Obtener e con un error menor que 107 .

Sollicion

50.- Para valores de x entre 40° y 50°, obtener una cota del error que se
comete al efectuar la aproximacion siguiente:

sen x z§{1+(x—%)—%(x—%)2}.
Solucion
51.- Dada la funcion f(x) = 1+ 1+ x, se pide:

a) Dominio de f.

b) Polinomio de Maclaurin de f de grado 3.

c) Calcular de forma aproximada f(1) utilizando el polinomio anterior.

d) Dar una acotacion del error cometido en el apartado anterior y expresar f(1)
solo con cifras decimales exactas.

e) cExiste la formula de Taylor de f de alglin orden en a = -1?

Oz
Solucion
52.- Si py(x) = 5 - 3(x—4)" +9(x - 4)*, es el polinomio de Taylor de grado 3
de una funcion f(x) en el punto a = 4, se pide:
a) f(4), £ '(4). £ "(4)
b) ¢Tiene la funcion f(x) un mdximo o un minimo relativo en a = 4?
c) ¢Es f concava o convexa en un entorno de a = 4?

oz

Solugcion
53.- Dada la funcion f(x) = 1+ 1 - x, se pide:
a) Dominio de f.
b) Polinomio de Maclaurin de f de grado 3.
c) Calcular de forma aproximada f(-1) utilizando el polinomio anterior.
d) Dar una acotacion del error cometido en el apartado anterior y expresar f(-1)
sélo con cifras decimales exactas.
e) ¢Existe la formula de Taylor de f de algin orden en a = 1?

Solucion

utilizando el polinomio

obtenido en el apartado a).
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FORMULA DE TAYLOR
54.- Si p,(x) = 4+ (x-2)° +6(x—-2)°, es el polinomio de Taylor de grado 3 de
una funcion f(x) en el punto a = 2, se pide:

a) f(2). f'(2). f "(2)

b) ¢Tiene la funcion f(x) un mdximo o un minimo relativo en a = 2?

c) ¢Es f concava o convexa en un entorno de a = 2?

Sollicion

55.- Dada la funcién f(x) = x?In(x + 1), se pide:
a) Hallar una aproximacion de f(0,5) usando el polinomio de Maclaurin de grado 5.

b) Acotar el error cometido en el apartado anterior.

oz

Solucion
56.- Sea la funcion f (x) = In (x + 2). Se pide:
a) Dominio de f(x).
b) Aproximacion lineal de f(x) en un entorno de a = -1.
c) Polinomio de Taylor de orden 3 de f ena = - 1.
d) Calcular de forma aproximada In (0.9) utilizando el polinomio anterior.
e) Acotar el error cometido en dicha aproximacion y dar In (0.9) con cifras
decimales exactas.
f) cDe qué grado deberia ser el polinomio de aproximacion para que el error
fuera menor que una cienmilésima?

oz

Solucion
57.- Dada la funcion f(x) = 10.x.e7*, se pide:
a) Hallar los polinomios de aproximacion de Taylor de grado 5 en los puntos a=0 y
a=1
b) Hallar el valor aproximado de f(x) en x=1/2 con cada uno de los polinomios
obtenidos en a).
c) Calcular la cota de error cometido en las aproximadas obtenidas en b)
d) Razonar cudl de las dos aproximaciones es mds precisa.

Sollicion

58.- Dada la funcion y = In(x + 1), averiguar el grado que hay que tomar en el
polinomio de Maclaurin para aproximar In(1,5) con un error menor que 0,0001.

Solucion
59.- a) Hallar el polinomio de Taylor de la funcion: f(x) = tgxena =0y n =2
b) Sea la funcion f(x) = tg(2x), hallar una aproximacion del valor +g(0.5) con el
polinomio de Maclaurin de grado 5 y acotar el error cometido.

oz
Solucion
60.- a) Hallar el polinomio de Taylor de la funcion: f(x) = xeX ena= 0y n = 2.
b) Calcular el grado del polinomio minimo necesario para obtener un valor de
f(x)=e con un error menor que 10-*
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Soluicion

61.- a) Hallar el polinomio de Taylor de la funcion: f(x) = arc sen (x) en a= O y
n=2.

b) Hallar una aproximacion del valor arc sen (0.1) con el polinomio de Maclaurin
de grado 5 y acotar el error cometido.

Solucion
62.- Sea f(x) = arc sen (2x)

a) Teoria: Escribir la definicion del polinomio de Maclaurin de grado n.
b) Hallar una aproximacion del valor arc sen (0.1) con el polinomio de Maclaurin rin
de grado 5 y acotar el error cometido.

Solucion

63.- Dada la funcion f(x) = x?e*, se pide:
a) Escribir la formula de Maclaurin.

b) Acotar el error cometido en el cdlculo de f(%) utilizando el polinomio de

grado 5.
c) Calcular el grado del polinomio minimo necesario para obtener un valor de

f(%) con un error menor a 10-¢

Sollicion

64.- Dada la funcién f(x) =arctgVx, se pide:
a. Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n=4 y a=1
b. Hallar el valor aproximado de arctgVv0.5, con el polinomio obtenido en a)
y una cota del error cometido.

Solucion

65.- Dada la funcion f(x) =e 3%, se pide hallar el grado n del polinomio de
Maclaurin que se necesita utilizar para aproximar e-3 con un error menor que

0.001 -
Sollicion

66.- Dada la funcién f(x) =InVx se pide:
a. Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n=4 y a=1
b. Hallar el valor aproximado de InV2 con el polinomio obtenido en a) y
una cota del error cometido

Solucion

67.- Dada la funcion f(x) =In(1+x), se pide hallar el grado n del polinomio de
Maclaurin que se necesita utilizar para aproximar In1,5 con un error menor que

0.001 -
Solucion

68.- Dada la funcién f(x) = e', se pide:
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FORMULA DE TAYLOR

a) Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n=4 y a=1
b) Hallar el valor aproximado de = e*2, con el polinomio obtenido en a) y una cota

del error cometido. -
Solucion

69.- Dada la funcion f(x) = In(1-x), se pide hallar el grado n del polinomio que se
necesita utilizar para aproximar f(0.5) con un error menor que 0.001.

Solucion

70.- Dada la funcién f(x) =1/Vx se pide:
a. Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n=4 y a=1
b. Hallar el valor aproximado de 1/V1.5, con el polinomio obtenido en a)
y una cota del error cometido

Sollicion

71.- Dada la funcion f(x) =e5%, se pide hallar el grado n del polinomio de
Maclaurin que se necesita utilizar para aproximar e® con un error menor que

0.001. -
SoE

72.- a) Calcular el polinomio de Taylor de orden 4 de la funcion f (x) = senx, en
T
a=-—.

6

b) Utilizando el polinomio del apartado anterior calcular sen (— %)

c) Estimar el error cometido al calcular sen (— %) con el polinomio del apartado
Q).

oz

Solleion
73.- Dada la funcion f(x) = In(1+2x), se pide:
a) Obtener, el polinomio de Maclaurin de grado 5 de la funcion f(x), asi como la
formula de Maclaurin para n=5.
b) Calcular un valor aproximado de In(3/2) y una cota del error cometido
utilizando los resultados del apartado anterior.
c) Usando el procedimiento que consideres mas adecuado, calcula el grado de
polinomio que se necesita aplicar para obtener una aproximacion de In(3/2) que
tenga las 3 primeras cifras decimales exactas.

Solucion

74.- Dada la funcion f(x) = ese™, con —g < x < se pide:

T
2 ’
a) Polinomio de Maclaurin de grado 5 de f

b) Calcular de forma aproximada Je , utilizando el polinomio anterior.

c) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior.
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FORMULA DE TAYLOR

Soluicion

. . T T .

75.- Dada la funcién f(x) = %" “™ con -3 < x < S se pide
a) Polinomio de Maclaurin de grado 5 de f
b) Calcular de forma aproximada \/; , utilizando el polinomio anterior.
c) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior.

Soluicion

76.- La medida del radio R de una esfera ha dado 6 cm con una cota de error
de 0.02cm.
a) Usar diferenciales para aproximar el maximo error porcentual posible
cometido al calcular el volumen de la esfera.
b) Estimar el mdximo error porcentual posible en la medida de R para que el
error cometido al calcular el volumen no supere el 0.6%.

Solucion
77 .- Sea la funcion f(x)=arcsenx

a) Comprobar que verifica las condiciones del teorema de Taylor en a=0 y
n=3.

b) Calcular la formula de Maclaurin de f(x) para n=3.

c) Calcular arc sen (0,1) utilizando el polinomio de Maclaurin de grado 3 y
acotar el error cometido en la aproximacion anterior.

d) Dar arc sen (0,1) con las cifras decimales exactas que los cdlculos de c)

te permitan asegurar. -
Solucion

78.- Dada la funcion f(x) = x In (x+1), hallar el grado del polinomio de Maclaurin
de la funcién f(x) necesario para aproximar f(0.1) con un error menor que 104

Soluicion

79.- Hallar, utilizando polinomios de Taylor, el valor de los siguientes limites:

2
arctg(x) — x . ) . 1+ x —cosx
> ¢)lim d) lim
-0 —sen(x?) x>0 1-cosx x>0 senx

Solucion

80.- Un topografo esta a 30m de la base de un arbol y mide el dangulo de
elevacion (a la copa) obteniendo a=71° con una cota de error de 0,5.
a) Usar diferenciales para aproximar el maximo error porcentual posible
cometido al calcular la altura h del arbol (pasar o a radianes).
b) Estimar el maximo error porcentual posible en la medida de o para que el
error cometido al calcular la altura del arbol no supere el 1%.

Sollicion

(ar'csen X + 2X

. X — tgx .

81.- Sea la funcion f(x)= xsenx
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FORMULA DE TAYLOR
a) Comprobar que verifica las condiciones del teorema de Taylor en a=0 y n=3.
b) Calcular la formula de Maclaurin de f(x) para n=3.

c) Calcular f(g) utilizando el polinomio de Maclaurin de grado 3 y acotar el error

cometido en la aproximacion anterior.

d) Dar f (g} con las cifras decimales exactas que los cadlculos de c) te permitan

asegurar.

Solucion

82.- Dada la funcion f(x) = xe™, hallar el grado del polinomio de Maclaurin de
la funcién f(x) necesario para aproximar 1/e con un error menor que 10-%.

Solucion

83.- La medida del radio R de la base de un mastil ha dado 14 cm con una cota
de error de 0.25cm.
a) Usar diferenciales para aproximar el maximo error porcentual posible
cometido al calcular el drea de la base del mastil.
b) Estimar el maximo error porcentual posible en la medida de R para que el
error cometido al calcular el drea no supere el 1%.

Sollicion

84.- a) Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 de la funcion f(x) = cos’ x en

T - N . .
el punto a = 2 utilizar el polinomio anterior para calcular un valor aproximado

d 211.1. 2.
ecos[ 4}

b) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior.

Solucion

85.- Obtener un valor del nimero e con un error inferior a una millonésima.

Solucion

1+ x
1-x
Maclaurin de grado 3. Calcular In(3) con dicho polinomio y acotar el error

cometido. -
Solucion

X+ 1], se pide:

a) Calcular la derivada n-ésima de f(x).
b) Escribir la formula de Taylor en el punto a=1.

86.- Dada la funcién f(x) = In( ] Obtener la expresion del polinomio de

87.- Dada la funcién f(x) = In[
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FORMULA DE TAYLOR

c) Acotar el error cometido en el cdlculo de In(1,1) utilizando el polinomio de
grado 3.

d) Calcular el grado del polinomio minimo necesario para obtener un valor de
In(1,1) con un error menor a 10-°

Solucion

88.- Dada la funcién f(x) = sen(x) + cos(x)

a) Hallar el polinomio de Maclaurin de grado 1 de la funcion f(x).
b) Utilizar el polinomio del apartado a) para calcular un valor aproximado de

f(18°) Nota: Utilizar n= 3.1416 -
Solucion

89.- Dada la funcién f(x) = e’ se pide:
a) Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n = 3 y a=1.

1
b) Hallar el valor aproximado de e\fz, con el polinomio obtenido en a)
¢) Hallar una cota del error cometido en b).

Solucion

90.- Dada la funcién f(x) = % se pide:
x

a) Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n = 3 y a=1.

1 . . .
—, con el polinomio obtenido en a)

V2

c¢) Hallar una cota del error cometido en b).

Solucion

91.- La medida del lado L, de un cristal cuadrado es de 28 cm con una cota de
error de 0.5 cm.

a) Usar diferenciales para aproximar el maximo error porcentual posible cometido
al calcular el area del cristal.

b) Estimar el maximo error porcentual posible en la medida de L, para que el
error cometido al calcular el darea no supere el 1%.

Solucion

92.- La medida del lado L de un cubo o exaedro regular ha sido 14 cm con una
cota de error de 0.25 cm.

a) Usar diferenciales para aproximar el maximo error porcentual posible cometido
al calcular el volumen del cubo.

b) Estimar el maximo error porcentual posible en la medida de L para que el
error cometido al calcular el volumen no supere el 1%.

Solucion

93.- La medida del drea de una pieza circular ha sido 25 cm? con una cota de
error de 0.3 cm?,

b) Hallar el valor aproximado de
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FORMULA DE TAYLOR

a) Aproximar, mediante diferenciales, el porcentaje del error propagado (cota)
cuando calculamos el radio de la pieza.

b) Estimar el maximo error porcentual admisible en la medida del drea para que
error cometido al calcular el radio no supere el 1%

Solucion

94.- Calcular con 3 cifras decimales (exactas) las siguientes integrales utilizando
polinomios de Maclaurin de la funcion integrando como infinitésimos equivalentes e
indica el menor grado del polinomio necesario

0.1 sen(x 0,1
_[ #dx: _[ e ™ dx
0 X 0

n

Solucion

95.- La clotoide es una curva (plana) de enlace de vias de comunicacion cuyas

§2
S
x = [gcos —-ds
24°
2
s s
y = [gsen—;ds
24°

ecuaciones paramétricas son , donde a es el pardmetro de la

clotoide y s es la longitud del arco.

Las integrales que las definen no admiten primitiva por lo que se aproximan
utilizando polinomios de Maclaurin para las funciones integrando. Se pide obtener
unas ecuaciones para a=1/2 con cuatro términos no nulos.

Solucion

96.- Construido un depésito esférico para almacenamiento de liquidos, se le pide
a un topografo que estime con la mayor precision posible el volumen que puede
contener. El topografo mide el radio R de la esfera que resulta ser de 11,35 m.
con una cota de error estimado dR < 20 cm.

a) Apliqgue el concepto de diferencial para aproximar el error propagado
(porcentual) cometido al calcular el volumen V del depésito.

b) Estimar el maximo error en la medida de R, para que el error propagado al
calcular el volumen no supere el 3%.

Solucion

97.- Para el control de calidad de una pieza cilindrica de un cohete, con la
medida de la altura igual al diametro de la base, se le pide a un topografo que
mida el radio R de la base con alta precision y el resultado es de 6,14m. con
una cota de error dR < 6 cm.
a) Usar diferenciales para aproximar el mdaximo error propagado cometido,
en términos porcentuales, al calcular el volumen del cilindro.
b) Estimar el maximo error porcentual posible en la medida de R para
que el error cometido al calcular el volumen no supere el 1%.

Solucion
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FORMULA DE TAYLOR
98.- Dada la funcion f(x) = e* + 4arctg(x). Se pide:
a) Si es posible, hallar el polinomio de Maclaurin de f de grado 3.

b) Calcular de manera aproximada el valor de e + = utilizando el polinomio
anterior.

c) Calcular una cota del error cometido en la aproximacion del apartado
anterior.

d) cDe qué grado deber ser el polinomio de Taylor en a = O utilizado para
calcular f(0,1) y poder asegurar que el error sea menor de una cienmilésima?

Sollicion

99.- Un balén se infla de tal forma que su volumen crece a razén 100 cm®/s. Hallar la

variacion del radio r= 10 cm. -
Solucion
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FORMULA DE TAYLOR

1.- a) Obtener la formula de Taylor de la funcion Inx en un entorno de a=1.
b) Calcular In(1,1) con el polinomio de Taylor de grado 5 y estimar el error
cometido.

c) Calcular In(1,1) con un error menor que una diezmilésima

Solucion:

a) Se calculan las sucesivas derivadas

n f9(x) | £9(1)

0 Inx 0

1 x! 1

2 -x? -1

3 2x3 |2

4 -6x* | -6
Supongamos que sea [ (x) = (-1)"" (n=D!

x"

n!
Derivando ™" (x) = (- 1) — la cual es la expresion del término general, para el término n+1

Calculada la derivada n-ésima se puede escribir la férmula de Taylor

f'()( 1)+%(x—1) fm(l)( -1’ +.. +fn)()(x )" + R, (x)

S =7+

2 3 4 5
sustituyendo x=1,1; resulta In(1,1)=0,095310333. Acotamos el error con la formula del resto:

b) T[lnx,azl,n:5]:(x—1)—(x_1)2 +(X_1)3 (x-1) +(X‘1)5

R, (x)=f (c)ﬂ =(-1y ("6_—61)6 conce[1,x]
C

R,(1.1) < max 5(11 )

cell,1.1]

D) ———

=0.16-10° < 0.0000002 => -

¢) Ahora el dato es el error E(x)<10™

. ¥ — 1 n+l
G e
(n+1)c
con n=3 ya se cumple E(1,1)<0.1 4/4

Tlinxa—1n=3]= (x-1)-& 21 -

cuyo maximo se da en c=1, por ser la funcion decreciente.

6
R,an< 2L

E(x) = <10®* conce[1,X]
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FORMULA DE TAYLOR

2.- Hallar una aproximacion del valor numérico de In2, dando una cota del error
cometido, utilizando los polinomios de Maclaurin de grado 5 de las funciones:
a) f(x)=In(1+x)

b) g0 (14

Escribir las formulas de Maclaurin de las funciones f(x) y g(x).

Solucion:
a) Calculando la derivada n-ésima, £ ”(x)=(-1)"!(n-1)!(1+x)™, se puede escribir la formula de
Maclaurin:

f(x) =£(0) + f'l(?)x+ O 2 O, fn)( PO iR 0

2! 3!
ln(1+X)_X—X—2—|—X—3—X_4+ +(_1)n—1x_+(_1)n Xn+1 (1+C)7(n+1)
2 3 4 7 n n+l

€ (O,X)

sustituyendo x=1; resulta Ln(2)z0,783333. Acotamos el error con la formula del resto:

Rﬁ(x):f@(c)" =(-1y’ 6(1 5

conc e (0,x)

s 2-1)°
Rs(1) = max|(-1) 61+0)

- cota del error

b) Utilizando la expresion anterior:

cuyo maximo se da en c=0.

x> x x' a1 X' x"! ~(n+1)
ln(l+x)=x—7+?—7+ ..... +(=1) +(- 1) ( +¢)
ce(0x)
se obtiene
x> x x' x"  x" (n+1)
ln(l—x):—x—?—?—T ...... _?_n+1(1 )
ce(0,x)
que juntas dan:
2x° o x"

ln(H—Xj=ln(1+x)—ln(1—x)=2x+
1—x 3

1’1+

[( D" (1+c¢ )(nﬂ) +(1 —c)f(nH)J con ce(0,x)

—X

5
T[In(2),a=0,n=5]= 2 2(1;3) U3 1020,69300411

Cota del error: _I = Ln(2) = 0,69
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FORMULA DE TAYLOR

3.- a) Escribir la formula de Maclaurin de la funcién f(x)=ex.

b) Calcular de forma aproximada /e tomando el polinomio de Maclaurin de grado
5.

c) Acotar el error cometido en dicha aproximacion.

d) Calcular n en la férmula de Maclaurin para obtener un valor aproximado de /e
con un error menor de 10-6.

e) Dado el polinomio de Maclaurin T(e*, 0) obtenido en el apartado a) se pide

calcular: i) Tn(e?*, 0) i) Ta(e®*3, 0) iii) T,.(eX2 , 0).

Solucién:
a) Las sucesivas derivadas de la funcién exponencial coinciden con ella, por lo tanto, la férmula de
Maclaurin es:

2 3 4 5
b) T[e",azO,nzS]:1+x+X—+—+X—+X— parae® =\/E:> con x=1/2, obtenemos

20 31 41 5l

¢) Para acotar el error utilizamos el término complementario o resto:

n+l

E(x) =R, (x)|= X e con 0 € (0,1) Siendo x=1/2 y n=5
(n+1)!
o 04 5] 5
2 1 2 2 2
97
E(l):]{ﬁ[l]‘:z_e@ <2_\/E < N2 N2 4 — e =1,648
2 2 6! o<t 6! Ve<e| 6! 31 6!

N | —

_@;@ <£\/E < @

1
n[2)‘_ (n+D! o<i{(n+1)! | Ve<e

n+l
( j 31<10° =

(n+1)!

el <
(n+1)! | 3

1
oe1)-

e) Basta con sustituir en el apartado a) x por 2x, puesto que si x—0, entonces 2x—0:
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FORMULA DE TAYLOR

4.- a) Escribir la formula de Maclaurin de la funcion y=cosx.
b) Calcular cosl con un error menor de 107,
c) Deducir a partir de a) el polinomio Ta(cosx?, 0).

1
d) Usar c) para estimar I f cos(x?) dx con tres cifras decimales exactas.

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir la formula de Maclaurin:
n f (x) f(0)
0 cOosX 1
1 ( ch 0
-SenX=Cos| X +—
2
2 ( nj -1
-COSX=CO0S| X +2—
2
3 ( n} 0
senx=cos| X +3
2
“ ) |
€OSX=CoSs| X +4—
2
n T T
cos| x+n— cos| n—
B ES
" m n)
f(x)=1(0)+ f(O) f (0)X2+f (O)x3+ e (O)x +R, (x)

2! 3!

O bien,

2 4 6 n n+l
cos(x)—l—X—+X——X—+ ..... + cos n£ X—+cos c+(n+1) X con 0<c<x
2! 4! 6! 2 ) n! (n+1)'

b) Conocido el error debemos calcular el valor de n

n+l

(n+1)!

n+l
(;+ 1)!cos(ex +(n+ l)gj <

n+l

(n+1)!

También podemos usar directamente la expresion:

B B . T 1n+1 | 1 .
E()=|R, ()| = méx cos(x +(n +1)5J T +1)!| < o+ D) <10

2 4 6 8 10
cos(Nm1-2 42X X X X ara n=10
(D= 2! 4! 6! 8! 10! (p )

E(x)=|R,(x)|=

<1077 y aplicamos que el coseno se acota

en valor absoluto por 1. Para x=1 queda:

<107 :%<:>107 <(n+1)!=n>10
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FORMULA DE TAYLOR

¢) Consideramos el polinomio Tn[c0sz,0] y sustituimos directamente z por x2, puesto que si Xx—0,
entonces x’>—0, y el polinomio resultante es de grado 2n por lo que hay que quitarle los términos de

grado >n.
Ahora bien, también observamos que, en los términos del polinomio, las potencias de x son

multiplos de 4, por lo que:

si n =4k, es decir, el grado del polinomio de Maclaurin es multiplo de 4, entonces:

pero si n=4k+1, 4k+2, 4k+3, entonces: T, (cos(x”),0) = T,, (cos(x”),0)

d)
4 4
T (cos(x),0)=1-— = [ | 1= X ldx ~ 0.496875
ned ’ 21 o 2! '
X4 XS 05 X4 X8
T, (cos(x?),0)=1-—+—= j 1-2 + 2 ldx ~0.4968840422
21 41 do 21 4!

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 22



FORMULA DE TAYLOR

5.- a) Demostrar que si y=f(x) es una funcion impar, entonces Tn(f(x), O) solo
tiene potencias impares. Andlogamente si f(x) es una funcién par, entonces
Tn(f(x), O) solo tiene potencias pares.

b) Desarrollar tgx en potencias de x hasta el término de grado 5, empleando la

sen x

igualdad tg x = cos X -

Solucion:

a) Si f(x) es una funcion impar se cumple que: f(-x)=-f(x) y el polinomio de

Maclaurin: T, (f(x),0) =a, +a,x +a,x* +..+a,x" =

=-T, (f(-x),0) =—a, +a,x —a,x” +...+(-1)""a, x" resultando a, =0 sik es par o cero, por tanto

Si f(x) es una funcién par se cumple que: f(-x)=f(x) y el polinomio de
Maclaurin: T, (f(x),0) =a, +a,x +a,x” +...+a x" =

=T (f(-x),0)=a, —a,x +a,x” +...+(-1)"a_x" resultando a, =0 sik es impar, por tanto
n 0 1 2 n k

3 5 7

b) Conocidos los desarrollos del seno sen(x) = x — % + % - % +onn. (ejercicio 15) y coseno
o ! ! !
cos(x)=1— BTl + TR +... (ejercicio 4) y sabiendo que tgx.cosx=senx:

T (tg(x),0)T; (cos(x),0) = T, (sen(x), 0) excepto los términos de grado superior a 5

Por ser tgx una funcion impar el polinomio de Maclaurin correspondiente tiene solamente potencias
impares, luego T;(tg(x),0) = ax + bx* + ¢x’

Luego T;(tg(x),0)T;(cos(x),0) = (ax +bx’ +cx’ )(1 - ﬁ + ﬁ] = (X - X—3 + X—Sj =T, (sen(x),0)

31 5!
T, (tg(x),0) = ax + bx’ +cx’ -
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5x® — 24x* + 60x + 40

b) La aproximacién ¥x ~ -

aproximacién cuando |x - 1/ < 0,01.

6.- a) Hallar la férmula de Taylor de la funcién f(x) = ¥x en el punto a=1.
se utiliza cuando |x — 1| es

pequefio, es decir, para x proximos a 1. Acotar el error cometido en dicha

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir la formula de Taylor:
n f"(x) fr(1)
0 x13 1
1 1 2 1
—x 3 hl
3 3
2 12 -2 12
———X 3 R
33 33
3 125 2 125
—— =X 3 R
333 333
n 1(1 1 _258n1) 1(1 lj (1 | ]
—| =- ——(n- 3 —|==1]..|=—(n-
(3(3 1)...(3 (n 1)Dx 303 3 (n-1)

£ = f<1>+f")< D+

PAC]
21

(x-1°+ f"'(l)( 1)+ +fn)()(x D" +R (x)

x® = 24x% + 60x + 40

b) La aproximacion es de grado 3: Ux = >

81
12 x-1) 12 x—1
resto: E(x)=|Rn=3(x)| = ——§§( ) 3 < __§§( ) < is( ’
3333 4! lex|3333 4] |x-1<0013
_n
La acotacion de la expresion ¢ * =—— puede ser 1, puesto que 1<c<x
c3
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FORMULA DE TAYLOR

tg x — sen x

7.- Calcular lim 3

x—>0 X

Solucion:

A partir de los polinomios de Taylor de cada funcidn trigonométrica en a=0 (Maclaurin) ejercicio 5,
se resuelve:

x? x> 3
T[t X,a O] T[senxa O] X+?_ X_§ Y
. t - . b} = - n b} = . . .
lim gX 3senx =lim—= g 5 =lim 5 —lim-2 =
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X
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FORMULA DE TAYLOR

8.- Para cada una de las funciones siguientes y para los valores de a y n

indicados se pide:

a) Hallar el polinomio de Taylor.

b) El resto de Lagrange correspondiente al polinomio obtenido en a)
f(x) = Vx para a=4 y n=3.

f(x) = Vv1+ x para a=0 y n =4

f(x) = In(cos x) para a=0 y n=3.

f(x) = cos x para a=§ y n=4

f(x) = sen x para a=% y n=4,

f(x) = arctg x para a=1 y n= 3.
Solucion:

f' f" 5 f'" s fn) N

Tn[f(x),a]:f(a)+%a)(x—a)+%(x—a) +3—('a)(x—a) +...+n—('a)(x—a)

f(x)=T,[f(x),a]+R,(x)=T,[f(x),a]+f"" (c)% con a<c<x 6 x<c<a

(n+1)!
f(x) = Vx
a) T, 3[f(x) Jx,a= 4] F(4)+— - (x 4)+%(x—4)2+

b) El resto de Lagrange correspondlente es

ey £7(4)
31

(x—4) =

—4)
R, (x)= fW(C)(XT) =

f(x) = V1+x
a) T, 4[f(x) Ji+x,a= ] f(0)+%?)(x—0)+f%?)(x—0)2+%(X—O)3+f4—(!o)(x—0)4=

2 42! 83! 164'

b) El resto de Lagrange correspondiente es

V) X’
R _(x)=f (C); =

f (0)

f(x) = In(cosx)

)

a) T 3[f(x) In(cosx),a = O] f(0)+—— X (x—0)*+

:O+0x—lxz+0lx3 = .
2! 3!

b) El resto de Lagrange correspondiente es

(x-0) =

£(0)
o 3
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3]

7y

Rn=4 (X) ) fV (C)T :_
f(x) = arctgx

) * 2,
P

A

Ve,
Eomoas®

¥,
"«wmv

FORMULA DE TAYLOR

f(x) = cosx

f'(n) f"(n) f"’(nj
a) T, {f(X) COSX, a—§}=f(§]+l—'3(x—£)+—3()<—£)z+ (

3 T,
—— 2 (x-2)+
3 2! 3 3! 3
)
3 n, 1 3 w11, =, B1, n, 11, =,
+—(x—-= —— (x=-D)—-—— +——x—=) +——(x—-2)"'=
g 3 =y ) e e )

f(x) = senx

69 F 3 I
a) T 4{f(x)—senx a—g}=f(§j+—4(x—£)+—4(x—£)z+ (

1! 4 2!

A my L mp L mp V2L

2 41

b) El resto de Lagrange correspondiente es

_\4)

T
4 3!

x—=) +

4
[ T
f )(4j TC)4 \/5

a) T 3[f(X) arctgx,a = 1] f(l) f (1)( 1)+f"(])

(x=17 + P () =
203l gy

- 1
! 2 3' _
b) El resto de Lagrange correspondlente es
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FORMULA DE TAYLOR

9.- Utilizando los polinomios y los restos de Lagrange correspondientes obtenidos
en el ejercicio anterior, se pide hallar el valor aproximado y una estimacion del
error cometido para:

NG cosl arctg+/2

Solucion:
Para dar un valor aproximado de V5, y una estimacién del error, usaremos el polinomio y resto

obtenido para f(x) = Jx enel ejercicio 8.

Hallaremos primero una estimacion del error.

Para ello hacemos x=5 y consideraremos una cota del valor absoluto de la derivada cuarta en [4,5],
es decir:

15 [(5-4)" 15
<
Ros(5) R 16¢2| 4! 1647/2
El méaximo se alcanza en c=4 por ser decreciente.
Hallamos ahora el valor aproximado de V5 teniendo en cuenta el error
3 —_— . 2 .

NERS > 205 ;2240 5+320 11425 ~2.236328125 2.236328125
2236328125 - 2.236328125 <5 < 2.2363281252.2363
Operando 2.2360 <5 < 2.2366
Luego una aproximacién de V5 con todas las cifras exactas es

E(x =5)= |0 0003051757812

Para dar un valor aproximado de cosl, y una estimacion del error, usaremos polinomio y resto
obtenido para f(x)=cosx en el ejercicio 8.

Hallaremos primero una estimacion del error.

Para ello hacemos x=1 y consideraremos una cota del valor absoluto de la derivada quinta en
[1,7/3], es decir:

[ T ’ T ’
-5 ()
senc| 3. 8 3/ 1 1951713585-10° < [0.000000002

5!
Hallamos ahora el valor aprox1mad0 de cosl teniendo en cuenta el error

Ex=1)= |Rn 4(1)|< max

ce l n/3

81+108(3\/§—n)+54(n2 —6\/§n—18)—12(n3 — 9312 —54n+161\/§)+n4 — 12437 —1087% + 648+/31 + 1944
cosl~ ~

3888
0.5403023041
0.5403023041 - 0.000000002 < cos(1) < 0.5403023041 + 0.000000002

0.540302302 < cos(1) < 0.5403023061
Luego una aproximacion de cos 1 con todas las cifras exactas es [0.54030230

Para hallar un valor aproximado de arctgV2, y una estimacion del error, usaremos polinomio y resto
obtenido para f(x)=arctgVx en el ejercicio 8.

Hallaremos primero una estimacion del error.

Para ello hacemos x=V2 y consideraremos una cota del valor absoluto de la derivada cuarta en

[1,72], es decir:
(v2-)

41

E(x=+2)=[R

R P

(c2 +1)4

Hallando el maximo formalmente se obtiene:
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FORMULA DE TAYLOR

L f1-25
24¢(1-c)’ 24(5¢* -10¢” +1) 5
g(C)szg'(C): ( ; 1)5 =0=c=
c 4+ c +
+ (1+£]
5
Entre 1y V2 esta x = \(1+2-V5/5) y en dicho punto
2
24 £1+2\5/§] [1 £1+2\5/§n
g[ [1 + 2;5” = Z ~0.420963728, luego:
(1+2\5/§+1J

4
J2-1
E(x= \/5) = ‘ang(\/i)‘ < 0.420963728¥ <0.0005163339642 < [0.0006
Hallamos ahora el valor aproximado de arctg\2 teniendo en cuenta el error

3 2
arcte(12) = V2 -6\2 +1125\/§+3n—10
0.9555 - 0.0006 < arctg(\2) < 0.9555 + 0.0006
0.9549 < arctg(V2) < 0.9561
Luego una aproximacion de arctgV2 con todas las cifras exactas es

~ 0.9555340434

Geométricamente observamos que 0.5 es una cota superior del maximo buscado en el intervalo

[1,32]
10.5

10.4

0.3

+0.2

10.1

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 29



FORMULA DE TAYLOR

10.- Explicar la procedencia de las siguientes igualdades aproximadas, validas
para valores pequefios de x >0 y acotar el error cometido en las mismas:

|n(COSX)z—x—2—x—4 tax ~ x+x_2+2_x5
2 12 : 315
arcsenx =~ X + x_3 arctgx ~ x_
6 = 3
coshx—ex"'e_x=41+x—2+x—4 In(x+ 1+x) X
2 24 3!
Solucion:
Son los desarrollos de Maclaurin de las funciones correspondientes:
X2 X4
In(cosx)x ————=T _,|In(cosx),a=0
( ) 2 12 n—4[ ( ) ]
Acotacion del error:
5
E(x) =|R,_,(x)| = f5>(c)’;— con ¢ e (0,x)

8senc 24senc . , .
Como |f ’ )(c)| = — S | es una funcién monotona para 0<c<x, o bien x<c<0 resulta:
cos’c cos’cC |
8senc 24senc ) x’
E(x)= fs)(c) max ——— = <
0<c<x |
cos"c cos’c /5!

2 S5

X~ 2x
tex=x+—+—=T .|tgx,a=0
g 3 15 n—S[g ]

Acotacion del error:

6
X
E(x)=[R,(x)|= fé)(c)g conc e (0,x)
32senc 480senc 720senc ., , .
Como |f 6)(c)| = — - —+ - | es una funcién monotona para 0<c<x, o bien x<c<0
cos’ ¢ cos’¢c cos' ¢ |
resulta:

6

f6>(c)—

E(x)= <max

0<c<x

( 32senc  480senc 7205encj X_6
6!

cos’c  cos’c cos’ ¢
3

X
arcsenx ~ X + — =T _,[arcsenx,a = 0]
6 n=3 >

Acotacion del error:

E(x)=[R,_;(x)|=|f" (c)’;—4 con ¢ € (0.,x)
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FORMULA DE TAYLOR

Como |f K (c)| =|—=———A{ es una funcién monotona para 0<c<x, o bien x<c<0 resulta:

2\ 4
< méx 3c(3+2¢7) x*

E(x)= e (1_02)7 41

4
Ha X
f(c) 2

3
X
arctgx ~ x -5 =T [arctgx,a = 0]

Acotacidn del error:

E(x) =R, (x)| = |f" (c)%

con ¢ € (0,x)

24¢c(1-c?)

Como |f¥(c)|= es una funcidn acotada y una cota superior puede ser 5 resulta:
(1 +c’ )4

-1

4 2N 4
E(x) =|f*(c) 2~ | < max —ML‘Z)X—
4! 0<esx (1+02) 4!
X —X 2 4
coshx =S¢ z1+X—+X—:Tn=4[coshx,a=O]
2 2 24
Acotacion del error:
5
_ _le e X
E(x)=[R,_,(x)|=|f* (c)a con ¢ € (0,x)

Como |f 2 (c)| = |senh(c)| es una funcién monotona para 0<c<x, o bien x<c<0 resulta:
) -
3

ln(x+\/1+x2)z x—%=Tﬂz3[ln(x+\/1+x2),a =0}

E(x) = fs)(c)%

5

, X
<max |senh(c)—
0<c<x 510

Acotacidn del error:
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FORMULA DE TAYLOR

4
_ e X
E(x) = |Rn=3 (X)| =|f (0)4—! con ¢ €(0,x)
% 3c(3-2c%) . .
Como |f (c)| = |————| es una funcion acotada y una cota superior puede ser 2 resulta:

,/(1+cz)

2\ 4
< mAx 3c(3-2¢7) x"

4

X
f 4)(C)Z max Al
: (1+cz) :

E(x)=
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FORMULA DE TAYLOR

11.- Sea f(x) = xe* + tg(x)

a) Hallar la férmula de Maclaurin de orden 3 de f.

b) Hallar una aproximacion del valor f(0,01) con el polinomio de Maclaurin
de orden 3

c) Acotar el error cometido en el calculo de f(0,01) en el apartado b)

Solucion:
Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir la formula de Maclaurin:
n f V(x) f(0)
0 xe* +1tg(x) 0
1 1 2
e (x+1)+
(x+1) cos’ x
2 2
e’ (x+2)+ 2S€3nx
cos” X
3 4 6 5
e (x+3)- +
(x+3) cos’x cos'x
4
o (x+ 4) 3 8se;1x N 24sinx
COs" X cos’ X

O L' . £

F)=10)+=, 21 3!

+ Rn 3(X)

comprendido entre 0 y x.

b) £(0.01)~2(0. 01)+—(0 01)* + (0 01)° ~-

¢) El error que se comete es

8senc N 24senc| (0.01)*
cos’c  cos c| 4!

E(x)=|R,,(x)|=|f(x) - (2x +x° +%x3) <|(c+4)e -

<[]

Observando la grafica de la funcioén del numerador se tiene:

.01

16
(c+4)e° 8senc 24senc| <5
cos’c  cos c|
por tanto
12 . <L=
4945 -
D.:Dl
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FORMULA DE TAYLOR

12.- Hallar el polinomio de Maclaurin de la funcion f(x) = cos x, de grado

L’ . 3 n . ¥4
minimo, que aproxime cos (E) con un error menor que 0.0005. A continuacion
T

calcular el valor aproximado de cos (%) (con las cifras decimales que delimita

el error permitido).

Solucion:
FE1 desarrollo del coseno es:

(Véase ejercicio 4)

Independientemente del valor de 6 que elijamos el coseno siempre se acota por 1, nos proporciona

la inecuacion:
E| = =R, | =
30 30

Como es imposible despejar n, vamos probando para distintos valores hasta n=2 que es el primer
valor de n que lo cumple. Luegonecesitamos el polinomio de grado 2 para obtener una
aproximacion de cos(n/30) con un error menor que 0.0005

f "(0) 5 x’

_ _ol- £'(0) _
T, [f(x)=cosx,a=0]=1(0)+ Xt X =1 5

( - jm—l
- (3(11)‘ <0.0005
n !

2
)
cos(ioj e 1—% ~0.9945168864

0.9945168864 —0.005 < cos (%) <0.9945168864+0.005

0.994 < cos(iJ <0.995
30

Una aproximacion de cos(n/30) con todas las cifras exactas es -
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FORMULA DE TAYLOR

13.-

a) Escribir la formula de Maclaurin de grado 3 de la funcion y = arctgx

b) Calcular el valor aproximado de arctg(0,1), utilizando el polinomio de Maclaurin
del apartado a) y acotar el error cometido.

. arctg(x) — x
c) Calcular ’I(llr(\) o
Solucion:
a) La formula de Maclaurin de f(x) = arctgx para n=3 y a=0 es:
£0 £"0 £™0 f4) c
£(x) =T, (f(x),a=0)+R,_(x)=f(0) + ( )( _0)+ 2( ) (x-0) 1 3( ) (x-0)" + 4( ) (x-0)

0<c<x 6 x<c<0
Calculamos el polinomio de grado 3 en a =0y el resto de Lagrange correspondiente

f(x) = arc tg (x) f(0)=0
f’(x)= ! 5 =(1+x%)" £7(0)=1
1+x
(x)=-1-(1+x°)2-2x £2(0)=0
£7X) = =8x2(1+x)2-2(1 +x°) 2 F”(O)=
Y () = _ 24x-24x° AV () = —24t°
.................... —(1+X2)4 —(l+t )
a) con 0<t<x
b) arctg (0,1) =0,1 - %(0,1)3 =
La funcion derivada cuarta es monotona se acota
por 3:
3 4
E(0.1) = 0,1)* : <(0,1) 3 _ ]
4! ‘(1 + 1) ‘ 41
¢) o bien
9 mmd = tim [-3 | = L'Hopital = lim |- =3 [= . =-—2 =.1
0 x-0 | 4x x>0 12x 24 12
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FORMULA DE TAYLOR

> e’ +e” L .
14 .- Dada la funcion f(x)= — calcular el polinomio de Maclaurin
de grado 4 y hallar el valor aproximado de f(0,1) utilizando dicho
polinomio.
Solucion:

Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir elpolinomio de Maclaurin:

n f V(x) f(0)

X + —X

0 cosh=1 1

1 senhx 0

2 coshx 1

3 senhx 0

4 coshx 1

O 'O . 'O, O .

T,_,[coshx,a=0]=£(0)+ T o 3

sustituyendo el valor de x por 0,1, resulta  (0,1)~{1,00500.

41
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FORMULA DE TAYLOR

3 5
q p X X
15.- ¢Para qué valores de x podemos tomar x — s " 120 por senx
con un error menor de 0,0001.
Solucion:
Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir la férmula de Maclaurin:
n f V(x) f(0)
0 senx 0
T
1 cosx=sen(x+5j 1
T
2 -senx:sen(x+25j 0
T
3 -cosx:sen(x+35j -1
T
4 senx:sen(x+45j 0
T T
n sen| X +n— sen| n—
o) el
! " m n)
f(x)=1(0)+ 1) X + £10) x* + £10) x’ +...+mxn +R, (%)
1! 2! 3! n!
x x X X" r x"! r
sen(X)=X——+———+....+—sen| n— |+ sen| Ox +(n+1)=
3t st n! 2) (n+1)! 2
0e (0,1)
x> X
Entonces x ——+——=T,_;[senx,a =0]
6 120
Conocido el error 0,0001 y el valor de n=5
6 6
E(x) =|R,_(x)|= %sen(ex + 6%) < X—' <10™* puesto que el seno se acota en valor

absoluto por 1. Queda:

6 3 3

X 107 61107 < x° <6110 0 ——— < x* < —— —£<x<£
! 125 125 [ A5 J5
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FORMULA DE TAYLOR

1
16.- Dada la funcion f(x)= ———, se pide:
J-xy

a) Hallar el polinomio de Maclaurin de grado 4 de la funcion f.

b) Utilizando el polinomio de Maclaurin de grado 2, hallar 0.5

dando una estimacion del error cometido.
c) ¢Es desarrollable la funcion f en serie de Taylor en a=2?
Justifica la respuesta.

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir la formula de Maclaurin:
n f(x) fV(0)
5
0 1 _- (1-x): 1
(1-x)
1 _
2(1-x) 2
2 2
2 EL 57
22 22
3 579 . 579
2L (1-x) 272
222 222
4 57911 B 57911
22200 &) 27210
2222 2222

[ " m iv)
,a:O Zf(0)+f(O)X+f (O)X2+f (O)X3+f (0)X4=

1
Taes | 000 = (1=x) TRRY 31 41

1
= = x = 0,1 sustituyendo en el polinomio de Taylor de grado n=2

1
b
) J0,9°  J1-x)’

2 2
T L of=1a 2y 27X o 1 103042700

" ﬁ’ 20 2220 Joob 2 2

Estimacion del error: E(x) =|R,_, (x)| = £ "( )ﬁ—§12(1_ )‘%’i < (®
Stimacion a€l error. X) = a2 X)) = 03!—222 C 3!0<c_<0.1
0,1°

(M| "(0)| < 71=|R,,(0,1)| <|71 3

4 —1.281916 < ! <1.305583.
J0.9°
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FORMULA DE TAYLOR
. 1
¢) Ne|, porque no existe f(2) pues f(2)=——¢R.
I - 1
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FORMULA DE TAYLOR

17.- a) Obtener el polinomio de Maclaurin de grado 2, de la funcion
f(x)= argshx= In(x +41+ xz).

b) Utilizando el polinomio anterior, hallar f(0,1).
c) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior.

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:
n f(x) fV(0)
0 ln(x +/1+x ) 0
1 1 1
V1+x®
2 X 0
3
b) £(0,1)~05d]
: s A m X3 2(9X)2 _1 X3 X3
¢) Estimacion del error: E(x) = |Rn:2 (x)| = ‘f (Gx)a ol PR 0<%<1 la

(1 + (9X)2 )2

(2¢% —1)

f1+e)

Ya que |f "'(c)| = es una funcion acotada y una cota superior puede ser 1 resulta:
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FORMULA DE TAYLOR
18.- Usando Derive y aplicando la formula de Taylor, calcular los siguientes
limites:
2 2

. X — X X — X
a) Img 19 arcseg\ . b) Im(\) sen —.

= \/1+x2—cosx—gln(1—x) * "_1_x_x2

. X cot gx°® . In?(1 + x) — sen? x
c) lim [cos(xe ) = In(1 - x) - x] d) lim Py

Solucion:
tg® x —arcsen x°

a) |lim g

T —cosx—Zln(l—x)

' " m iv) 4
Tn=4[f(x):tgzx—arcsenxz,a:ﬂ:f(0)+f(0)x+f (0)x2+f (0)x3+f (0)x4 _2x
1! 2! 3! 41 3

4 3 2
n4[f(x) VI+x? —cosx——ln(l X),a = :l—x +Si+l7x +5_X

24 18 12 5

2x*
lim tg® x —arcsen x” lim 3 _ @
X— x—0 3 2
O\/1+x2—cosx—§ln(1— X) Xi+45X +17X _,_Sl
6 24 18 12 5
. X —Sen x
b) lim >
x—0 X X
eX —l-x——

f(x)=x—-senx,a=0|=f(0)+ '(0) "(0)x2+fm(0)x3zx—3
T, [f(x)= ]=£(0)+

2! 31 6
2 [ m 3
T | f)=c —1-x="" a=0|=£0)+ LD T O o MO s _x
2 T 2! 31 6
X’
110 X —senx . —11%%2
e oox-X T
2 6

c) hm[cos (xe ) In(1-x)— x]cmgx}

x—0

lim |:COS (Xex ) B ln(l B X) B X:|coth3 — lim eln[cos(xe" )7ln(17x)—megx — lim ecotgx3ln[cos(xex )—ln(lfx)fx]

x—0

x—0 x—0
ln[cos(xeX )—1n(1—x)—xi| ) ln[cos(xex )—ln(l—x)—x}
=lime tex’ = em tex’

x—0

T, [f(x) =In [cos(xex)—ln(l—x)—x],a } £(0)+ f'(0) - £"(0) 4 £"(0) X3 = _2_X3

1! 2! 3! 3
f'O) 'O . "0 s _ s
T, [ f(x)=tegx’,a=0]=f(0)+ T TR
) ln[cos(xex )—ln(l—x)—x} ,E >
lim[cos(xe")—ln(l—x)—x}COtgx = em tex’ = em > =le 3
x—0
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2

1n2(1 +X)—sen” x

d) lim :
x—0 l—e X

T, [f(x) =In*(1+x)—sen’ x,a = 0] =f(0)+ f(0) X + £(0) 24 £"(0) SE

1! 2! 3!
e T e FO F°0) o £MO)
T [f00=1-¢"a=0]=f0)+—xr— T+’ = x
fim 2 0+%) _fen2 X_ 1im‘_’§3 _ I
x—0 1_e—x XAOX

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.

3

42



FORMULA DE TAYLOR

19.- Usando Derive resolver el siguiente problema: Dada la funcion
f(x)=In(1+x), se pide:

a) Obtener la expresion de la derivada n-ésima de la funcion.

b) Obtener la expresién de ™ (0).

c) Obtener los polinomio de Maclaurin de grado 3,4,5,6,7,8,9,10.
d) Representarlos grdficamente junto con la propia funcion.

e) Escribir la expresion de las formulas de Maclaurin de f de grado 3,4 y 5.

f) Utilizar cada uno de los desarrollos del apartado e) para obtener una
aproximacion de In(1.1).

g) Acotar el error cometido en cada caso.

h) Si se quiere obtener el valor aproximado de In(1.1) con diez cifras
decimales exactas ccudl es el menor orden del desarrollo de Maclaurin de f
que habra que usar?

i) ¢Es posible utilizar Maclaurin para calcular una aproximacion de In(2.5)?

Solucion:

1 1 2 6
f! — ;f" - _ ;f"' — ;fIV -
(x) —(X+1) (x) —(x+1)2 (x) —(X+1)3 (x) (X+1)4
a)
b 'O =(-1)" m-1)]

¥ x x x"

¢) T, [In(1+x),a=0]=x——+———+.c.+(-)""' —

2 3 4
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¥

e) n=3=1In(l+x)=
n=4=In(l+x)=

n=3=In(l+x)=

f) In(1.1)~[0:095333333533 In(1.1)~[009530833333  In(1.1)~[0:09531033333

g) Ex)=[R,(x)|= fn”)(C)Lﬂ =|(-1" X" | con ¢ €[0,X]
' (n+1)! (+1)(1+c)™ ’
0.1*
n=3= E(0.1)=|R,,(0.1)| =|-———| <
4(1+c¢)
0.1°
n=4= E(0.)=[R,_(0.1)|=|——=] <
5(1+c¢)
0.1°
n=5= E(0.1)=|R,_(0.1)|=|-———] <
6(1+c)
0.1"" 1 .
h) E(0.1)=R (O.l)| < " <10""". El primer n que lo cumple es:
n+

i) ., pero no debe utilizarse ya que el error que se comete es relativamente grande (ver grafica)
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20.- a) Desarrollar en serie de Maclaurin la funcion la funcion f(x)=(1+x)°,
acR.

“w_n

b) Usando el apartado a) para el valor de “"a” adecuado, calcular %/11_1 .

tomando los cuatro primeros términos del desarrollo ¢Cudntas cifras exactas
se obtienen con este método?

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir la formula de Maclaurin:
n fV(x) f(0)
0 (1 + x)a 1
1 a(l+ x)o‘_1 a
2 OL(OL—l)(l+X)a_2 a(o—1)
D a(a—1)(a=2)e(a—n+1)(1+x)"" | a(a=-1)(a=2)...(a—n+1)

a) f(x)=1(0)+ 9 X+ 1) x>+ 0 x’ +...+L('O)Xn +R, (x)
n!

1! 2! 3!

_ 1

1 a a . . .
b) —=(1+x)" = 3 y los cuatro primeros términos nos indica que n=3, luego

\/ﬁ x =0.1

2 3
T [f(x),a=0]= 1+ %oc + %a(a -+ %a(a —1)(a.—2) sustituyendo los valores de x=0.1'y

o=-1/3 obtenemos -

L - ) 280 x* 280 x*
Estimacion del error: E(x) = |Rn:3 (X)| = f“’)(c)x—' = —BX_' = _X_'
280 . , )
Ya que |f (c)| = = €s una funcion monotona y una cota superior puede ser
81(1+c)3
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L3

5

para c=0 resulta
4
280-0.1 <14

IR,_;(0.1)] < T

-1

0.1

-5 .
-107, es decir, podemos asegurar
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21.- Hallar el grado minimo del polinomio de Maclaurin para calcular con un error
menor que 0.001.

a) f(0.5) siendo f(x) = In(1 + x)

b) f(0.6) siendo f(x) = cos (nx2).

Solucion:

a) Del ejercicio 2 obtenemos el desarrollo de la funcién f(x)=In(1+x):

X2 3 X4 Xn X11+1 (1)
Inl+x)=x——+———+..... + (-1 Il_l—+ 1" 1+c¢
( ) 2 3 4 1) n 1) n+1( )

ce(x,0), o bien, ce (0,x)

Abhora el dato es el error E(x)<10

n+l
E(x)=[R,(x)|=|(-1)" X M|<10-3 con ¢ €[0,x]
(n+1)(1+c)
O.5n+l | | O.5n+1 3
ara x=0.5 = E(0.5) =R _(0.5)[=|(-])" < <10” conce[0,0.5
para x 0.5) =R, (0.5)|=|(-1) PRSI S evey €[0,0.5]

Vamos a probar dando valores y el primer valor que se cumple es para n=7
3 4 5 6 7

2
T[In(1+x),a=0,n=7] :x—X?+X?—XT+X?—%+X7:>f(0.5)=ln(l.5)=.

b) Del ejercicio 4 obtenemos el desarrollo de la funcion f(x) = cos (nx?):

n
2.4 4_8 Son
. x*  a'x T n oz
sin es par T, (cos(7x?),0) =1— + et cos (——j

21 4! (

. . 24 4_8 2 n-1 n—1
S1n €S impar TH(COS(HXZ),O)Zl—ﬂX TS x cos(( )zj

T
21 41 (n—l)'
—

Vamos calculando los sucesivos polinomios hasta conseguir la aproximacion deseada:

2.4 2 4
X1 706 03604496348

T, _,(cos(zx?),0)=1—

21
2_4 4_ 8 2 4 4 8
T (cos(zx?),0)=1-F X ZX 1 706 706 44786204130
21 41 21 41
2_4 4_8 6,12 2 4 4 8 6 12
Tnzlz(cos(zzxz),O):l—” L S SN Y 0.6 +Z 0.6 706" _
21 41 6! 21 41 6!
0.4257138366. Coinciden las centésimas.
2_4 4_ 8 6_12 8_16
2 L, X mXx X °X
Traoleos(mx), 0y =1 =5 =+, 61 8!
2 4 4 8 6 12 8 16
(o200, 200 706 700 04257802260
21 4 6! |

Coinciden las milésimas.
£(0.6) = cos (10.6%)=0.425.
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22.- Dada la funcion f(x) =ei"' se pide:

a) Escribir la formula de Maclaurin.

. . . 1
b) Hallar el grado del polinomio que aproxima el valor de — con un error R,
(Y

0.00005.

| <

. . . . 1 p
c) Con el polinomio obtenido en b, hallar el valor aproximado de — con el nimero

€
de cifras decimales que delimita el error permitido.

Solucion:

a) Buscamos previamente una expresion general para la derivada de orden n

)=~ =xe™ fi(x)=e™ —xe™ =(1-x)e™; £'(x) = (x=2)e™; £"(x) = (3-x)e™;
e

La derivada de orden n viene dada por f(x) = (-1)" (x - n) ™
Probamos la veracidad de la expresion aplicando el principio de induccion completa
f(x)= (D" (x=n)e™* = "V(x)=(-D" (e =(x—n)e )= (=D (x=n—1)e™
Sustituyendo n por (n+1) en la derivada n-ésima:- £ ™(x) = (-1)™! (x ~(n+1)) ™
Las dos expresiones son idénticas, luego la expresion de la derivada n-ésima es cierta.
Hallamos el valor de, por ejemplo, las tres primeras derivadas en 0:
f'(0)=(1-0)e =1, f"(0)=(0-2)e™ =-2; f"(0)=(3-0)e™ =3;
y, en consecuencia, la formula de Maclaurin es:
2 3 0—n e_o x" —n—=1)e* n+l

X o 0ex- 2 ey ((0-n)e”) N (c=n-l)ex
e 2! 3! n! (n+1)!
Simplificando

b) 1 = ix = x =1, luego se trata de aproximar f(1) con un error menor que 0.00005
e
n+l1 1 1

(Y
((c -n-1)e” )1‘”1
< = —<———=0.00005
(n+1)! | 0<esi=x (n+1)! n! 20000

E(l) =

R,(D|=|(-D™"

La derivada es estrictamente decreciente en [0,1] luego el méximo se alcanza en ¢ = 0 y vale n+1.

=0.00005

Vamos probando para distintos valores de n, asi para n=8 resulta 1 = ! < !
8! 40320 20000

Luego para - el polinomio de Maclaurin aproxima 1/e con un error menor que 0.00005
©)

rroror 1w

2l -ttt £0.00005 = 0.36785+0.00005

e 2 6 24 120 720 5040

Una aproximacion de 1/e con todas las cifras exactas es 1/e = -
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23.- Dada la funcion f(x) =

1+1x2 , se pide:

a) Calcular el polinomio de Maclaurin para n = 5.

b) Hallar el valor aproximado de f(0.1) que se obtiene con el polinomio
anterior.

c) Estimar el error cometido en la aproximacion anterior y corregir la
misma.

d) Si tomamos polinomios de Maclaurin de grado cada vez mayor (n— ©),
el error al aproximar f(0,1) ¢aumenta o disminuye? ¢y para f(1)?

Solucion:
a)
Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:
n f (x) £ M(0)
0 (1+X2 B 1
1 “2x (14 x5 0
2 203x* ~1)(1+x%)” -2
3 24x(1-x})(1+x3) " 0
4 24(5x" ~10x* +1)(1+x7)” 24
5 ~240x(3x* ~10x> +3)(1+x*) 0

a) T,[f(x),a=0]=f(0)+ f '1(?) x4l "2(?) 4 f';(!O) X ot fn; (!0) X"

1
T |——,a=0[=1-x*+x*
ll"'|:1+xz’ ]

b) Sustituyendo x por 0.1:1 -0.1* 4+ 0.1* =(0.9901
¢) Hallamos la derivada de orden 6

£Y0(c) = 720(7¢* - 35¢* +21¢” ~ 1) (1+¢* )‘7 con 0<c<0.1

La derivada es estrictamente decreciente en [0,0.1] luego el maximo se alcanza en ¢ = 0 y vale 720

1200

1000

800

-0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.«

0.1°

720 =10"°
6!

E(0.1) =|R,_s(0.1)|=|f (c)7

0<c<0.1=x
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Hallamos ahora el valor aproximado de f(0.1) teniendo en cuenta el error
0.9901 — 10 <£(0.1) <0.9901 + 10°¢

0.990099 < 1(0.1) <0.990101

Luego una aproximacion de f(0.1) con todas las cifras exactas es f(0.1) = [0.990
d)

Al estudiar este apartado nos encontramos con la dificultad de que el calculo de la expresion de la
derivada n-ésima no es trivial, por ello se va a dar una explicacién menos rigurosa (léela hasta el
final).

Si hallamos el valor de f(0.1) en los polinomios de Maclaurin (para n = 5...10) por ejemplo

l;z,a=0}: 1 x*+x*=1-0.1"+0.1" =0.9901
+X

T %,a:O}: 1 x*+x"-x*=1-0.1+0.1" - 0.1° = 0.990099

1+x
T._, %,a=0 =1 x*+x'=x*=1-0."+0.1"=0.1° = 0.990099
L 1+x
T 1;2,31=0 = 1 x+x'=x°+x*=1-0.1740.1"=0.1° +0.1* = 0.9900990099
+X
T %,azo =1 x*+x"'=x*+x* =1-0.17+0.1"=0.1° +0.1* = 0.9900990099
| 1+x

T [l;z,a = 0} =1 x> +x" —x*+x*—x"=1-0.1+0.1* - 0.1° + 0.1* = 0.1"° = 0.9900990099
+X

Observamos que conforme n aumente se va estabilizando el valor de mas cifras decimales.

Dada la forma de dichos polinomios las aproximaciones en x=1 tienen un error significativo

Por otro lado, el error estimado, al evaluar f(0.1) cuando tomamos un polinomio de grado n viene
dado por

n+l
E(0.1)=|R,(0.1)| = £ (o) 2 max f“”)(c)|+
(n+1)!| 0<e<0.1=x 10™* (n+1)!
Cuando n — oo- m ‘— 0 con mucha rapidez mientras que |f n“)(c)| es una funcion acotada
n+1):
en [0,0.1]

¢y para f(1)?

Hallando (1) en los polinomios de Maclaurin calculados anteriormente:

T, %,azo = 1 x*+x"'=>1-1"+1"=1
I 1 —‘ 2 4 6 2 4 6
T ¢ Is —a=0|=1Xx"+x"-x"=>1-1"+1"-1"=0
L X
T, %,azo =1 x+x'-x"=1-’+1"-1°=0
+X )
T, . %,azo = 1 x*+x' = x+x =11+ =1°+1* =1
+X
T l;z,a:O =1 xX+x' - x’+xX = 1-IP+1"-1°+1° =1
L1+x

Tnlo[l%,azo}z 1 X +x' = x+x = x"=1-1"+1"=1°+1*-1" =0
+X

Dada la forma de dichos polinomios las aproximaciones en x=1 tienen un error significativo.
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E()=|R, ()=
E()=[R,(1)]=

Cuando n — oo-

S

10" (n+1)!
funcién acotada en [0,1] su maximo va aumentando cuando n—oo.

FORMULA DE TAYLOR
1

(n+1)!
1

(n+1)!

< max

O<c<l=x

£ (C)|

< max

O<c<l=x

fn+1) (C)|

-— () pero no con la rapidez del caso anterior y aunque

f r1+1)(c)| es una

Para estudiar el comportamiento del resto con ayuda de DERIVE, vamos a considerar en [0,1] las

funciones

Si dibujamos estas funciones en [0,1] se observa que el maximo se mantiene en 1.

£+ (C)|

con n variando de 4 a 9

¥

-0.5

-1
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24 .- Dada la funcion f(x) = log,, (XT”) , se pide:

a) Escribir la formula de Taylor en el punto a=1 .
b) Acotar el error cometido en el cdlculo de log,,(1,1) utilizando el polinomio

de grado 3.
c) Calcular el grado del polinomio minimo necesario para obtener un valor de
log,, (1,1) con un error menor a 10

Solugio'n:
a) CALCULO DEL POLINOMIO DE TAYLOR

£(x) = log, (”—XJ

2
Se calculan las sucesivas derivadas
£i(x) = _
(1+x)In10
f "(X) — _+
(1+x)"In10
f '"(X) — 23
(1+x)°In10
(1+x)*In10
L (=D
Supongamos que seaf” (x) = (=1)" i (n=D!
Pong q ()=CD (1+x)"In10
—1) !
Derivando ™" (x)=(-1)""(-1) n.(n-1)! =(-1" n—l la cual es la expresion del
(1+x)"(1+x)Inl0 (1+x)""In10

término general, para el término n+1
Calculada la derivada n-ésima se puede escribir la formula de Taylor

f(x) = f(l)+¥(x—l)+m(x—l)2 +%(x—1)3 +...+l('l)(x—1)“ +R(x)
. : n'

21
I I S 2
2 3
-0+ (1+11)'ln10 _— (1+;)‘ Inl0 e (1+1§'ln10 .
0 (! ' '
D im0 .
A+ x-1)"+R(x)

n!

1
(n+ (1 +¢)""Inl0
Para calcular log,, (1,1)

Siendo R (x)=(-1)" (x-D"" conce[lx]

Con el polinomio de grado 3 se obtiene

F(X) % —— (x = 1)+ L x-1y

2In10 2(2)21n10 2°3.In10
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f(x)=log10(XT+1j:loglo(l,l):XTﬂ=1,l:>x+1=2,2:>X:1,2

£(1,2) = 0.04140274060

b)
1
R _.(x)=(-1) ———(x-1)* conce[l,x
a3 (X)=(=1) 4(1+c)41n10( ) [1,x]
R _.(1.2)<max———(1.2-1)*| cuyo maximo se da en c=1
) S o 2D | e

¢)

El polinomio de grado 3 no es suficiente para obtener la aproximacion con un error menor que 107

! = (1.2-n"
(n+1D)(1+1)""1Inl0

Sustituyendo n=3  se obtiene R < 1.085736204-107 > 106
Sustituyendo n=4 se obtiene R < 8,685889638-107 < 10°

Como R, (1.2)< ‘(—1)n
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x2

2

25.- Dada la funcion f(x) = 32_
T

a)  Utilizar el polinomio de Maclaurin de grado 10 para calcular f(1).

b) Estimar el error cometido en la aproximacion anterior y dar f(1) con las
cifras exactas.

¢) Obtener la aproximacion de la integral de la funcion f(x) entre O y 1
utilizando el polinomio del apartado a).

Solucion:
Calculando las sucesivas derivadas y particularizando en a=0, se puede escribir el polinomio de
Maclaurin:

7% ' " m 4) 10)
AT | a=0]|=f0)+ D TO L O TO ., LT O
0 2n 1! 21 3! 41 10!

1 N2 32 xt 15V2x° 105V2 X0 9452 X0

T or 24n 2 adn . 2dm 6! adr 81 2dm 100

=ﬁ-ﬁx2+ﬁx4—ﬁx6+ﬁxs— 2 x'"
Wi 4/ 16dn 96/m  768Vm  76804m

Ahora sustituyendo x por 1, resulta:  [0.2419626487

b) E(x) =[Rn(x)| = |f"" () ———

n+1 ‘

(n+1)!
Primeramente calculamos la derivada de orden n+1=10+1=11
£(0) = 103952 N 173252 S 346542 o 495\/5 55\/_ 2
N N Jr NS N RPN W

Buscamos el maximo entre a=0 y x=1; volvemos a derivar:

2

<
£1(c) = (10395-62370¢” +51975¢" —13860c® +1485¢" —66¢" + ¢ )e— =0
\2n
Resolviendo la ecuacion por el método numérico: ¢ = 0.444403002 y sustituyendo en la derivada
de orden 11 obtenemos 1162.279412. Luego una cota superior puede ser 1200.

11
E(l)= 1—1' < 1200% zb.006253006-10'5‘ nos indica cuatro cifras decimales

Rn:lO (1)| =
exactas, es decir, [f(1)=0.2419

©) _[ 2 2, 2 x* - 2 x* + V2 x* — 2 x" x=—455383\/5z
2n s 1edn . 96dm . T68dm . 7680 106444810

0.3413441191

fn+1) c
©)]
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26.- Obtener 1.5 con una aproximacion inferior a una diezmilésima utilizando el
polinomio de Maclaurin de la funcion f(x) = Y1 + x .

Solucion:

f(x)=1+x =R1.5=>x=0.5

n+l n+l
RPNLE 05" 1 e
(n+1)! (n+1)! 10000

Las derivadas sucesivas son de la forma 1/(1+x) se acotan para x=0 por 1.

max

0<c<0.5=x

E(0.5) =

R, (0.5)=

fn+1)(c)|

El primer n que cumple la condicion es n=7
, ‘ 226606464 |0.5°

ax |- - ~5.62:107
390625(1+¢)*"| 8!

E(0.5) <

0<c<0.5=x

El polinomio de Maclaurin:
' " m 4) 7
T, [\5/1+x,a = 0} =f(0)+ O, O O T O, O
1! 2! 3! 4! 7!
i_ix_z 36 x_3_ 504x_4 9576x_5_ 229824)(_6 6664896){_7

+ +
5 252! 12531 6254! 31255! 15625 6! 78125 7!
Ahora sustituyendo x por 0.5, resulta: [1.08451104
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27.- Dada la funcion f(x) = Jﬁ , se pide:

a) Formula de Maclaurin de grado 4 de f(x).

b) Dar un valor aproximado de /1.5 utilizando el polinomio de Maclaurin
obtenido en el apartado anterior.

c) Acotar el error cometido en dicha aproximacion.

Solucién:
a) Formula de Maclaurin = Polinomio de Maclaurin + Resto de Lagrange
Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir la formula de Maclaurin:

n f V(x) f(0)
0 (1+x)70'5 1
1 1 _15 1
_2(1 -
7 (1%) 2
2 3 25 3
20 2
Z1%) 4
3 15 35 15
(1 =
g% 8
4 £(1+X)—4.5 E
16 16

Célculo del polinomio de Maclaurin

' " m 4) 4 3 2
T, /L,azo 1) L@, 1O o £7O) 5 9O 43T 5 3% x
I+x 1! 2! 3! 4! 128 16 8 2

n+l

X
(n+1)!

Calculo del resto de Lagrange: E(x) = £ (c)

dY [ 1 945

R,(x)=

32(c+1)?

Formula de Maclaurin:

b) Se calcula el valor de x tal que f(x) ZJL_S

/L =4/1.5 obteniéndose x = —l
1+x 3

Se sustituye este valor en el polinomio

) O ) s )

+

= +
\/ ( 1) 2 8 16 128
I+ 3
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45 X
¢) E(x)< mix —9—11"—'

“3 32(c+1)2

La gréfica de
ay [1 945
& 1+x = u
32(x+1)?

—180

—280

—384

—4AR

Al ser una funcion estrictamente decreciente en el intervalo estudiado, tiene su maximo en X = —5

, 945 ‘ 945
max|- —|= m por lo tanto

CE[_%’X] 32(C+1)E 32(_;_’_1)2
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28.- Dada la funcion f(x) = cos (In(l j "D Se pide:

a) Polinomio de Maclaurin de grado 5 de f(x) y resto de Lagrange correspondiente
a dicho polinomio.

b) Calcular el valore aproximados de cos (In( 01 QD mediante el polinomio de

Maclaurin anterior y acotar el error cometido

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:
n f V(x) £ (0)

I 1

1 ﬁseﬂ[m(uxﬁ

A CoeA e

i e O e R C =

4 a +1x)4 mCOS[m(ﬁ]J b
S

T, {COS(IH[LJJJ} _ O} _£(0)+ £'(0) -, £"(0) 24 £(0) I £4(0) Ay £9(0) 5

+
bl

" 1+x 1! 2! 3! 4! 5!
2 3 4 5
O P NCIE AN LN 4+ﬂ><5==1—x—+x——5i+x—

2! 3! 4! 5! 2 2 12 3

n+l ‘

_en+D) X
Y

d_[[l(%m“’@[l(llﬁw[‘(fm

de (c+1)°

Siendo el resto de Lagrange: E(x) =

Dado que

o conce[xO] o bien, ¢ €[0,x]

cos(ln( ! D T,(=0.1) =% D' 5007 (0D (0", [5oeqyss
0.9 3 12 2 2
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10 9sen(ln(1D—l9cos[ln[1D 6
[Ry(~0.1)|< max [re Lre)))(-0)
sV o

10] (c+1)’ 6!

Para acotar el resto, nos basamos en lo siguiente: dado que, en general se cumple para cualquier
anguloa que —1<sena<1 y —1<cosa<l

Y que se observa que el valor mas pequeio que puede tomar el denominador es en
=-0.1

Se puede acotar:

ot (e o

(c+1f 6!

Por |R (_0'1)|S|10(9.1—19-(—1))|—0.16 < 280 —0.1° o7 -0.1° S
: | (c01+1)" | 6r 09 6! 6!

|R5(-0.1)| <

¢ e[-0.1,0]

NOTA:

Teniendo DERIVE se puede acotar el resto de forma mas precisa puesto que se puede representar la

derivada sexta de la funcion, que tiene la forma que aparece en el siguiente grafico, se puede

deducir que el maximo valor (en valor absoluto) se obtiene en ¢ = -0.1.

Y ademas se pueden calcular los valores de las funciones sen(ln (LD y cos[ln (LD
I+x

ey

::::::

Y vale

10{9%(1“(1+10.1D_19C°S£1n(1+10.1JD (~0.1)’

(-0.1+1)° 6!

[R5(<0.1)|<

0.1°

<337.727 pe <4.691-1077




FORMULA DE TAYLOR

29.- Dada la funcion y = e

X, se pide:

a) Calcular y', y", y™

b) Escribir el polinomio de segundo grado de Maclaurin de la funcion dada.

T
cos| -
c) Usando el polinomio anterior calcular aproximadamente e = e (3J y acotar el

error cometido en dicha aproximacion.

d) Hallar los extremos relativos de la funcion y = e

cos X

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:
n f V(x) f(0)
0 ecosx e
1 0
2 -e
3 0

b)

R FRUNUURRREN

¢) Ve = em@ = =>x= (Ej

E(x)=

R, ()= ‘ '"(C)

3

3
(senccos’ ¢+ 3senc cos c) —

COS C

Buscamos el maximo de y" entre a=0 y x=n/3

y"(c) = e***(senccos’ c+3senccosc) = y™(c) =e

COosC

Resolviendo numéricamente la ecuacion resulta: ¢c=0.61161385,
luego f"(c)=1"(0.61161385) ~4.070770899

Una cota superior puede ser 4.07770899, y por tanto, el error:

3
(nj
E(Ej <4.070770899 37~
3 3!

d) Buscamos maximos y minimos de y:
Se trata de una funcion impar y periodica de periodo 2n

0=y"(0)=e e (sen’ (0)—cos(0))=-e<0

y'(c)=—""senx =0=>x =

(0,y(0)) =(0.¢)

Extremos:

(£m,y(£m)) =(J_rn,lj

€

(cos*c+6cos’ c—5cosc—5sen’c+2)=0

tn=y"(+n)=¢ e (gen? (£m)—cos(£mn)) = 1, 0

€




FORMULA DE TAYLOR

30.-Sea la funcién f(x) = xe™ , se pide:

a) Hallar una aproximacion de f(1/2) y estimar el error cometido al usar el
polinomio de Taylor de f para a=1, n=7.

b) Lo mismo que en el apartado a) tomando el polinomio de Maclaurin de grado 7
de f.

c) Argumentar cudl de ambos polinomios es el mds adecuado para aproximar
f(1/2).

d) Obtener el polinomio de Maclaurin de grado n de la funcion f(x) a partir del
polinomio de grado n de e * que es el que sigue:

2 3 n
- = =1- x_ — X_ _1\n X_
T,[e*.a=0]=1 X+ o 3!+...+(1) =
Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Taylor y de Maclaurin:
n f9(x) fo1) [ £70)
0 xe™* e’ 0
(1-2x7)e™ -e! 1
2 (—6 +4x’ ) xe ™™ -2e! 0
3 —(6-24x> +8x*)e™ 10¢! -6
4 ~(60-80x> +16x*)xe™ de! 0
> —~4(~15+90x* —60x"* +8x*)e™ -92¢’! 60
6 8(~105+210x* —84x* +8x° ) xe™ 232¢ 0
7 | -8(105-840x’ +840x* ~224x° +16x* e | 824¢” -840

a)T _, [Xe_x2 ,a= 1] = f(l)+¥(x —1)+%(x —1)2 ot f:('l) (x —1)7 =e¢ ' —¢ ' (x-1)-
(x—1)2+ (x—1)6+ (x—l)7 =

2e”! » 10e™! 3 de! 4
—2—!(X—1) + 3 (X—l) —4—!(X—1)
=(58+1288x +1302x% —3815x° +1750x* +462x° —518x° +103x’ )%

_92¢” 232¢™ 824¢”!

El valor aproximado de f(1/2) con el polinomio de Taylor es:

1 1 1Y 1Y IR 1y 1 1Y) e
fl = |~| 58+1288| = |+1302]| = | —3815| = | +1750| = | +462| = | =518/ = | +103| = | |=—
2 2 2 2 2 2 2 2) 1630

0.389571737
El error estimado en esta aproximacion viene dado por la expresion:

(21 IT
1 DY e r2 )
E( j Rn_7( j‘ f¥(c)

8!
Siendo £ (c) =16¢(945-2520¢” +1512¢* - 288x° ~16¢")e ™" con %<c<1

Q
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2888

8.5 1 1.5

Vemos que el maximo de la octava derivada de f(c) se alcanza en c=1/2, luego ¥ (%) <2524

{3

Luego 0.3892 <{(1/2) <0.3898
¢) El valor aproximado de f(1/2) con el polinomio de Maclaurin:

8 8
R, [ =] =[ () 22| < 252422 2 —0,0002445 <
2 q 8!

) [ " 7)
T._, [xe"X ,a=0}=f(0)+wx+wx2 +...+mx7 = O+x——x3+@><5 —84—OX7 =
1! 2! 7! 3! 5! 7!
—x-xt+ XK
2 6

( 1

, | =

e(L (1) (1) (A2
2 2 2 2

El error estimado en esta aproximacion viene dado por la expresion:

-l

2 !
Siendo £*(c) = 16¢(945-2520¢” +1512¢* - 288x° ~16¢" )e con 0<c< %

14884

8.2 8.4 8.6 @

En este caso el maximo no se alcanza en un extremo del intervalo sino en un punto interior y una

cota de ese maximo puede ser 3300. (Obtenida aproximadamente a partir de la grafica), luego

{3

1Y 1Y
1 6 2 2
R | = [=|f(c)~2£ < 330024 =0.000319707961 <
=2 8! 8!
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Luego 0.3889 < f(1/2) <0.3897
Las graficas de las tres funciones:

W=EXP(—10-(103-=x"7—. ..

= - EXPL—=" 20

-3

e) an y con el segundo solo 2, luego recomendar utilizar el primero de los
polinomios es mas adecuado.
d) Escribimos el polinomio de Maclaurin de e™ de grado r

2 3 r
X X
l-x+——-—+..+(-)"—
21 3! r!
Sustituimos x=x?, ya que cuando x tiende a cero se verifica que también que x? tiende a cero
4 6 2r
X" X
1-xX*+ ==+, +(-1) —
21 3! !
Multiplicamos por x
5 6 2r+1
X’ X
X=X+t + (=)
21 3! r!

Observamos que solo hay términos de grado impar (se trata de una funcion impar), luego el
polinomio de Maclaurin de la funcién f(x)= xe™ de grado n es:

Sin es un n°® impar n=2r+1, luego r=(n-1)/2 y el polinomio es:

Sin es un n°® par n=2r, el ultimo exponente, que ha de ser impar, serd n-1=2r+1 luego r=(n-2)/2 y el
polinomio es:
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x—1

31.- Dada la funcién f(x) = (x + 1)ex*!, se pide:

a) Comprobar si se verifica la identidad: (x + 1)° f'(x) — (x + 3) f(x) - 1
b) Escribir el polinomio de Maclaurin de grado 5 de la funcion f(x).
c) Calcular un valor aproximado de f(0.1) con el polinomio anterior.

d) Estimar el error cometido en dicha aproximacion.
e) ¢Existe algun valor de x (x = a) para el cudl no se cumplan las hipétesis de la
formula de Taylor?

Solucion:

x—1

a) f(x)=(x+1)e :f'(x)z(xiije;‘
X

(X+1)2f'(X)—(X+3)f(X)—1=(X+1)2£X+3je“'—(X+3)(X+l)e"+1—1:—1¢0

No

b) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:

x1 x-1

x+1

T, {(xvtl)

e +3e'x +4e

n fM(x) £ (0)
0 x-1 -1
()Hrl)ex+1 ¢
1 x+3) ! 3e!
ex+1
(x+1j
2 4 M de!
ex+l
(x+1)3
3 _4(1+3x)e:—: 4e’!
(x+1)5
4 16X(2+3X)e§—: 0
(x+1)7
S 16(—2+15x2+15x3) = 32¢’!
(X+1)9

x—1
extl,a = 0} =f(0)+

2
X7 de

1! 2! 3! 4!

213

—1 —1 3 5
X3+32e x> = 1+3x+2x2—zi+4i e’
! 5! 3 15

¢) Sustituyendo x por 0.1 en el polinomio anterior:

d) E(0.1) =

£0.1) =

R,(0.1)]=

3 5
[1+3-0.1+2-0.12—2'2'1 +4'105'1 Je‘l ~
. 0.1 _ |32(—7—24c+60c3 +45¢") = 0.16|

6! | (c+1)" 6! |
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s FORMULA DE TAYLOR
32(—7 —24¢+60¢° + 45c4) et
6!(c+1)"

0.4

Consideramos una parte de la expresion:

0.3

2.4 -0.32 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3

_0.4

La expresion representada esta acotada por 0.2, por tanto una cota superior del error es: [0.2:10

e) @, puesto que a=-1 noes del dominio de la funcion.
—1-1

Bf(-1)=(~1+1)e ™
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32.- Dada la funcion f(x) = 4 arctg(x), se pide:

a) Hallar una aproximacion del valor de f(1) utilizando el polinomio de Maclaurin,

de grado 10, de la funcién f(x).
b) Estimar el error cometido en la aproximacion anterior.

Solucion:

a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:

n fV(x) £ (0)
0 4arctg(x) 0
1 4 4
1+x°
2 8 0
(1+xz)2
3 8(3x2—1) -8
(1+x2)3
4 96x(1—x2) 0
(1+X2)4
S 96x(5x4 ~10x2 + 1) 96
(1+x2)5
6 960x(3x4 ~10x* + 3) 0
(1+X2)6
7 2880(7x6 —35x* +21x° —1) -2880
(lerz)7
8 161280x(x6 —7x* 4+ 7x2 —1) 0
(l—kxz)8
9 161280(9x8 —84x° +126x* —36x> +1) 161280
(1+)(2)9
10 2903040x(5x8—60x"+126x4—60x2+5) 0
- N0
(1+X )
' " m 9) 10)
T [arcte(a = 0] = 10y + FQ , FO o £ s £ o £70)
1! 2! 31 91 10!
3 5 7 9
4 8 5,96 5 2880 ; 161280 , |, 4x’ 4x' 4x” 4x
31 51 7! 9! 35 7 9

Sustituyendo x=1, nos da el valor aproximado de f(1) = |§.339682539

11
f“)(c)l—

n+l
£oeD (X — a) _
© 11!

B)E(x)= (n+1)! [0

R,(x)[=

a=0
x=1
n=10
O<c<l
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Necesitamos acotar la derivada de orden n+1=11
14515200-(11-¢'% - 165-c® +462-c® - 330-c* + 55:c*- 1)

10 (c) =

(CZ 4 1)11
Buscamos el maximo entre a=0 y x=1; parea ello representamos el valor absoluto de la derivada
undecima entre O y 1:

Yia.g 1879 .
12 1979

1.5 1877 -

1-5 18"6

1—18"7

El méaximo se obtiene en c=0, luego una cota superior puede ser 14515200
'@ 14515200 _
11! 11!

11
£ (e)

Ex=1) =
s |
n=10

O<c<l
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33.- a) Calcular aproximadamente cosh 1 utilizando el polinomio de Maclaurin de
grado 10 de la funcion cosh x.
b) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior usando el resto de

Lagrange.
Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:
n f (x) f(0)
0 cosh(x) 1
1 sen h(x) 0
2 cosh(x) 1
3 sen h(x) 0
4 cosh(x) 1
5 sen h(x) 0
6 cosh(x) 1
7 sen h(x) 0
8 cosh(x) 1
9 sen h(x) 0
10 cosh(x) 1
T, [cosh(x),a = 0] =£(0) + £ (0) f"(O) x* + £70) X .o+ £2(0) x’ + £7(0) x' =
1! 2! 3! 9! 10!
=1+—x2+ix4+lx6+lx8+ix“’:1+—x2+Lx4+ R PR S
2! 4! 6! 8! 10! 2 24 720 40320 3628800

Sustituyendo x=1, nos da el valor aproximado de f(1)=cosh(1) ~[1.543080632
b) Para calcuilar el error necesitamos acotar en la derivada undécima

—C

e
2

Representando: ‘f t (c)‘ =[senh(c)|=

La funcidn es creciente, una cota superior puede ser 2.

E() =[R, ()] =[f"" () ——— “’(C)%‘Z

(n+ 1)

X= l

lll
senh(¢c)—
( )11!‘

0<c<1
11
sen h(c) —

111

E(x=1)= 1< 21— ~ 5.010421677-10°8
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34.- a) Calcular aproximadamente arg senh 1 utilizando el polinomio de Maclaurin
de grado 10 de la funcion arg senh x.
b) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior usando el resto de

Lagrange.
Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:
n f V(x) f(0)
0 argsenh(x) 0
1 1 1
(1+X2 )1/2
2 B X 0
(1+x2)
3 2x? -1 -1
(1+X2 )5/2
4 3x(3—2x2) 0
(1+x2)"
5 3(8x* —24x7 +3) 9
(1+x2)
6 15x(8x4 —40x> +15) 0
- (1+X2 )11/2
7 45(16x° —120x"* +90x” - 5) -225
(1+X2 )13/2
8 315(16x° —168x* +210x’ —35) 0
- <1+X2 )15/2
9 315(128x8 ~1792x° +3360x* —1120x> +35) 11025
P 17/2
(1+x )
10| 2835x(128x" -2304x° +6048x* —3360x” +315) | 0
- S\1972
(1+X )
' " m 9) 10)
T [arg senh(x),a = 0] =f(0)+ f(0) X + ') x* + (0 X ...+ (0 x’ + 70 x'" =
1! 21 3! 91 10!
1 5 9 4 225, 11025 , x> 3x’ 5x7 35%x°
X——X +—x" — x + X =[Xx—-—— - +
3! 5! 7! 91 6 40 112 1152

Sustituyendo x=1, nos da el valor aproximado de f(1)=argsenh(1) = 0.894072420§I

n+l

£ (6 X _
anis,

111

b) E(x) = "

fll)(C)

R,(x)|=

O<c<1
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Representando: |f ' (c)|

14175-(256-¢'? - 5760-c® + 20160-c® - 16800-c* + 3150-c? -63)
f“)(C)_

(CZ + 1)21/2

-2 185

-4 18*5

-6 1875

Fl maximo se obtiene en ¢=0
n+l
fn+1) (C) X —
(n+1)!

n 111
£70)—
( )ll!

— 893025 ~
1

111
£19(c)—| <

E(x)=[R, (x)| = T

x=1
n=10
0<c<l
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35.- Dada la funcién ¥1 + 2x, se pide:
a) Calcular el polinomio de Maclaurin de grado 5 de dicha funcién.

b) Utilizar el polinomio anterior para obtener un valor aproximado de 33

estimando una cota maxima del error cometido.

1
c) Utilizar el polinomio anterior para obtener un valor aproximado I_ﬁ 1 + 2x dx
a

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:
n fV(x) £ (0)
0 Yir2x 1
1 2 23
3(1+2x)"
? 8 -8/9
9(1+2x)"’
3 80 80/27
27(1+2x)"
4 _ 1280 “1280/81
81(1+2x)"”
S 28160 28160/243
243(1+2x) "
A ! " " V) V)
Tn:5|:31+2X,a=0:|=f(0)+f(o)x+f(O)X2+f (0)X3+f (0)X4+f (O)st
1! 2! 3! 4! 5!

2 81 , 801 , 12801 , 281601 |
I+ —x-———X"+——X ————X +——X " =
37 9210 273! 81 4! 243 5!

b) B =Y+2x = x=1

2 3 4 s
3/§=f(1)z1+3.1_41 L40-1° 160-1° 704-1
309 81 243 729

n+l 16
E(x) =R (x)|=|f""(c)—=—1] = [f(c)—
(x)=[R, (x)| ( )(n+1)! 5 ( )6!
0<c<l
f(c) =1+ 2¢ = £9(c) =L80m3
729(1+2c)
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1400
1200

1000

El méaximo se obtiene en c=0, luego una cota superior puede ser:
| 788480 | 788480

£9(c)| = <
o) 1729(1+2¢)"°| 729
n+l 6 61
EGO=[R, (0] = (02— = [f(e) i < [f(0) = L0 L
(n+1)!1 6! 6! 729 6!

O<c<l1

c)

' \ 2 3 4 5
21+ 2x dx < [? L2 4 40x 160x* 704x7)
B 737 9 T 81 243 729
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36.- a) Obtener el polinomio de Maclaurin de grado n de la funcion:

1+ x
f(x)=ln[ l—xJ

b) Tomando en particular n=3 calcular aproximadamente Ln/(11/9) y acotar el
error en la aproximacion.

Solucion:
f(X):ln( 1+XJ=%(ln(l+x)—ln(l—x))
Vease ejercicio 2
x> x> x* X"
T [In(l+x),a=0]=x——+——-—+....+(-D)""—
L [In(1+x) ] >t 372 =1 "
Ahora sustituyendo x por —x:
x x* x* x" x" —(n+1)
T |Inl-x),a=0|=—XxXx———-——— — . ——— 1-c¢
o [In(1=) ] 2 3 4 n n+1( )
ce(0.x)
Restando y diviendo por 2:
1 X3 XS X2k+1
T|—(Inl+x)-In(l1-x)),a=0|=X+—+—+....+
" [2( ( )= In( )) } 3 5 2k +1

b)
f(x)=1n£ ”—X}m( EJ:,(:L
1—x 9 10

Tos {%(ln(l +x)~In(l-x)),a = 0} X+

3

( 1 f

In i zL+L=O.1003333333
9 10 3

Acotacion del error en la apr oximacion
( 1 |
f4) C =

!
x=1/10

n+l

X
(n+1)!

2icfi+) (1)

(c+1)'(e-1) 4! ‘

E(x) = £ (c)

R, (%)=

a=0
n=3

0<c<1/10
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¥

2.4
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37.- Dada la funcion f(x) = arctg x se pide:
a) Formula de Taylor de grado 5 en el punto a = 1

b) Dar un valor aproximado de arctg (0.8) utilizando el polinomio de Taylor

de grado 5 obtenido en el apartado anterior.
c) Acotar el error cometido en dicha aproximacion.

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Taylor:
n f “)(X) f n)(l)
0 arctgx .
4
1 1 1/2
(1 +x° )
2 X -1/2
(1 +x° )2
3 2(3x* -1) 12
(1 +x° )3
4 24x(1-x?) 0
(1 +x° )4
5 24(5x* —10x +1) -3
(1 +x° )5
f'( f'(1 " (1
T, [arctgx,a = 1] = £(1) + ()( 1yh7%%x-nz+—%l@qu+——§%x-n4+

w_5_£l__l/_2_21/2 3 v
g () =g ) e ) e ) )

3x° - 15x* +20x® +30x* -135x-307 +97
120

240c¢(3c* -10¢” +3)

Obtencién del resto de Lagrange: £9(c) = -

(14¢*)°
o, (x—a)™" N )__240c(3c 10 +3) 1
=R, (x)=f (%77F11<) - g Dheelu

a) Formula de Taylor=Polinomio+Resto

b) Valor aproximado de arctg(.8
Sustituyendo x=0.8 en el polinomio calculado en el apartado a) se obtiene

arctg(0.8) ~ 937530;‘5;)3(1)497 ~ 0.6747394967 rad = -
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fn+1) (C) (X — a)

¢) Acotacion del error cometido: E(x) =R | (x)| =
(n+1)!
240c(3c¢* -10¢”> +3) 1 6
E(0.8) =R, _(0.8)|=|— —(1-0.8 0.8,1
( ) n:S( )| (c2+1)6 6'( ) 9CE[ ’ ]

240c(3c* -10c* +3) |
(c2+1)6 |

1 ,
R,.;(08)< (1~ 0.8) max

ce[0.8,1]

Se trata de acotar la funcion g(c) dada por:

4 2
- +
g(c)=—- 240c(3c 5 106c 3) en el intervalo dado.
(c+1)
Representando esta funcion y con una escala adecuada en los ejes X e Y, se observa que el maximo
valor dentro de [0.8,1] se da en ¢=0.8 .

¥

0.06-

0.04

0.02-

1.2 0.2 0.4 ¢g.6e 0.8 1 1.2
-0.04 -

-0.06 -

-0.08 -

L S
Si hubiera duda en la grafica se calcularia el méximo de la funcion dentro del intervalo [0.5,1]

3+(7c¢®-35¢*+21c*- 1)
(c?+1)
Resolviendo 7¢°- 35¢*+ 21¢*- 1=0 se obtiene
¢ =0.7974733888 que no pertenece al intervalo [0.8,1] con lo que se comprueba que el

maximo se obtiene para c=0.8 y vale (sustituyendo 0.8 en g(c))
2(0.8) = 0.08927435662

siendo R _(0.8) < é(l —0.8)°-0.08927435662 = [1.9 109 que es una cota del error cometido.

g'(c)=
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38.- Sea f(x) = x*® — x* + x*° . Obtener f(1.005) usando el polinomio de Taylor
de grado 2 de f en potencias de (x-1).

Solucion:

Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Taylor para a=1 y n=2:

n f")(X) fn)(l)
0 f(x) = x50 _ x40 4 20 1
1 £'(x) = 80x" —40x* +20x" 60
2 f(x) = 6329x " —1560x°* +380x'® | 5140
T, [f(x),a=1]=f(1) +%(X 1) +%(X 1) =14 60(x _1)+¥(X _yy

£(1.005) z1+60(1.005—1)+¥(I.OOS—1)2 - izgg ~[1.36425
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. i log x
39.- Obtener el polinomio de Taylor de orden dos de la funcion f(x) = 9% en
el punto de abscisa 1.
Solucion:
Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Taylor para a=1 y n=2:
n f (x) (1)
0 F(x) = log x 0
1 1-Inx 1
f'(x) = —
X
2 2Inx -3 -3
f "l(X) — 5
X
1= O O e
Tn=2[f(x),a—1]—f(1)+ T x—1)+ Y (x-1)" =
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40.- ¢Qué error se comete al tomar como valor del nimero e la fraccion 65/24?

Solucion:

Del ejercicio 3, la formula de Maclaurin es:

2 3 4 n n+1
=l x4 X2 2 X e’ con 6 €(0,1)
21 31 4 n!  (n+1)!
L ., 65 roron o : . _
a fraccion §:1+1+5+§+Z corresponde al polinomio de Maclaurin de e* para n=4 y

sustituyendo x por 1.

Acotacidn del error:

n+l
Eszxzfn“)CX—
(x)=[R, (%) ()(n+l)!
E() =R (1)|—f4*”(c)i— 1 oLl 311 525
e (4+D1|  Sled 51ea750 40 B
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41 .- Calcular sen 20° tomando n = 3 en el desarrollo de Maclaurin. Hallar una
cota del error cometido en dicho calculo.

Solucion:

Del ejercicio 15, la formula de Maclaurin es:

3 5 7 n n+l
sen(x)=x—X—+X——X—+ ..... +X—sen(n£j+ X sen(9x+(n+l)£j
3r 57 n! ! 2

96(0,1)

T, [s en(x),a = 0] =X —%

. T
Debemos expresar x=20° en radianes, luego x = 9

3
(”)
sen(ﬁj ~Z_L9) L 0.8558007815
9 31

Acotacion del error:

n+l

X
(n+1)!

4 4 4
BIIGING
4
_1£9(0)2 2L leos(e) 2] « AL T L 0,00061<10

41 41 leosa 41 157464

E(x) =R, (x)[=[f""(c)

T T
5 5)
el error es inferior a una diezmilésima y podemos asegurar dos cifras decimales exacta:

sen (2) ~ (0,85
9
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42.- Calcular los polinomios de Maclaurin de grado tres de las funciones cosx y
sen(2x), con sus correspondientes restos de Lagrange. Acotar el error cometido

en el cadlculo de cos(%) y de sen(%) con los dos polinomios anteriores.

Solucion:
Polinomios de Maclaurin
Del ejercicio 4, la formula de Maclaurin es:

2 4 6 n n+l
cos(x)=1—X—+X——X—+ ..... +c0s[n£]x +cos(9x+(n+l)£j X
2! 41 6! 2 ) n! 2)(n+1)!
96(0,1)
2 2
X _ X
T, [cos(x),a = O] = 1—2—!= = 1—7

Del ejercicio 15, la formula de Maclaurin es:

3 5 7 n n+l
sen(x)=X—X—+X——X—+ ..... +X—sen[n%j+ x ‘sen(9x+(n+l)%j

31 st n! (n + 1)
0<(0,1)
x’ (2)()3 4
T, [sen(x),a=0]=x BT T,_,[sen(2x),a = 0] =2x Tl 2x-ox’
Restos de Lagrange:
< <4 <*
R, (x)=f""(c)—— =fY(c)=—=cosc— siendo ce[0,x]
(n+1)!n=3 4! 4!
) s N < <
R (x)=f (c)m;f (c)4—! = 16sen(2c)4—! siendo c €[0,x]
Cota de errores cometidos:
z Y 7\
V4 V4 ; 10 10 - _
E 10 =|R, 10 <max|cosc <1 P =10.00041] (¢] maximo se da para ¢c=0 donde
ce[O,%] : !
cos(c)=1)
sen(n/10) como la funcidn es sen(2x) el valor de x para el que se obtiene sen(n/10) es 2x = n/10 =
x =7/20
4 4
() ()
E z = R3 z <max 16sen(2c)i <16sen| 2 z L = 0.0001254211022
20 20 cel0. 2 4! 20 4!

0.00012 (el maximo se da en ¢ = 11/20)
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X — senx _. 0
43.- Sea la funcion continua definida por: f(x) = x3 Stx # . Se
o si x=0
pide:
a) Hallar o para que efectivamente la funcion sea continua en x=0.
b) Obtener el polinomio de Maclaurin de f(x) de grado 4.
c) Aproximar f(1) utilizando el polinomio obtenido en el apartado anterior y

estimar el error cometido.

Solucion:

0.2

40 -30 =20 -10 10 20 30 4ac

a) El valor de f(0) debe ser igual al limite: hrr(}ﬂ
X—> X
Usando la formula de Maclaurin del seno:
3 5 7 n n+l
sen(x) = x—2 2 X 42 sen(n£J+ X sen(9x+(n+l)£j
3t 57 n! 2) (n+1)! deducimos que

96(0,1)

3 XS X7
X—| X——+——-— >
X —senx x—T,_,[senx,a=0] 350 7)) XX
b) Tn=4 3 7a:O = 3 = 3 = —_—— —_—
X X X 3t 5! 7!
[ I
¢) La aproximacién pedida es: f(1) = 31 —; T =0,158531746
Para estimar el error cometido,
3 5 7 8
X — X—X—+X——X—+sen(ex)—
flx) = X SenX _ 3t st 7! ._1 x> x* 0 x
G " < TR TR T

5 5

—T,_, [f(x),0]+ sen(@x)x— —T,_, [f(x),0]+R,_,(x) > R, _,(x) = sen(ex)%
15

B(x=1)=|sen®) /<t

0.1585069444 < f(1) < 0.1585565475, luego [{(1)=0,1585

5

sen(e) T

=12,48-107
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44 - Dada la funcion f(x) = V1 + x.
a) Escribir la formula de McLaurin de f.

b) Hallar el valor aproximado de v1.1, tomando hasta el término de grado 3 en
el desarrollo del apartado a).
c) Acotar el error cometido en el apartado anterior.

Solucion:
a) La formula de Maclaurin es el polinomio de Maclaurin+Resto:

)= £(0)+ L0y, FO o THO) 5 O R, (x)
1! 2! 3! n!

1-3-5--(2n-3)

Conocida la derivada n-ésima: " (x) = (=1)"" . Resulta

2n-1

2" (x + 1)T

2
X X X3

1
22 8 16

Tn=3[,/(1+x),a = o] =
b) Sustituyendo x=0.1
1 0.1 01> 0.1° 16781
VIllr—+—-— + = ~
2 2 8 16 16000

¢)
E(x)=

n+l

R0 =" @75 [ -

O<c<x

15 X
16(1+c)”* 4!

una cota se obtiene para c= 0 por ser f ¥(c) decreciente y la expresion del error:

n+l 4 4 B 4
E(x) =|R,(x)|= ) =—1 = |90 = |- 15 mx_ Jsxt 1500t
(n+Dl[p= 4 16(1+c¢)”? 41| 16 4! 16 4!
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45.- Dada la funcién f(x) = V/x . a) Escribir la férmula de Taylor de f para a=1.

b) Hallar el valor aproximado de V1.1, tomando hasta el término de grado 5 en
el desarrollo del apartado a). c) Acotar el error cometido en el apartado
anterior.

Solucion:

a) La formula de Maclaurin es el polinomio de Maclaurin+Resto:
1 " m n)

f(x)= f(l)+w x—l)+m X—l)2 +m(x—1)3 +...+w(x—l)n +R, (x)
1! 2! 3! n!

1-3-5---(2n—3)

2n-1

Conocida la derivada n-ésima: ™ (x) = (-1)""

2%x 2

b)
Tn:S - -
8 16 128 256
7% —45x* +126x° —=210x” +315x + 63
256

[\/;’azl]:l_i_(x—l) (x-1)" (x-1y 5(x—1)4+7(x—1)5_
2

sustituyendo x=1.1

i~ 7-1.1°—45-1.1 +126-1.1° = 210-1.1° +315-1.1+ 63 _ 26849507 N
' 256 2560000

c)

E(x)=

Rn(X)|=fn+l)(c)ﬂ _ f6)(c)(x_1) _ 945 (X—l)

(n+1)! |2 6! | | 16c" 6!
O<c<x

una cota se obtiene para c= 1 por ser f ¥(c) decreciente y la expresion del error:
(x—a)" 90 (x=1)"|_|__945 (x-1)'|_945(x-1)" 150.1°
(n+1)! 6! 16¢'"* 6! 16 6! 16 6!

E(x)=

R, () =[""(c)

i
ol

(=)=
A
o

<X
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« 1 ¥
46.- Dada la funcion f(x) = | — e 2dt.
)= =

a) Hallar el valor aproximado de f(0,5), fomando hasta el término de grado 5 en
el desarrollo del polinomio de Maclaurin de la funcion f(x).
b) Acotar el error cometido en el apartado anterior.

Solucion:
a)
Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:
n f(x) (1)
0 c1 12
J. ; e 2dt
= T
1 1 - %2 1
V27T < 27
2 ‘\/)z(*ex; ’
TT
3 (X2 - l) _L; 1
V2n © V27
4 X (3 - XZ) = 0
o
S (x4—6xz+3) . 3
Te ~/ 2“
f! " m 4) 5)
T [f00,a=0]= £(0)+ Dy FO 2 F1O) s O s O s

1! 2! 3! 41 51
L L e 3 ek V2 X — 2 x* + 2 x’

Van o o A2m3lt Wamst 2 2dn 12dn sovn
Sustituyendo x por 0.5

ﬁ V2 J2
0.5 +—=-0.5" ~ [0.6914715163
2f 12\f 80v/n

b) Acotacion del error:

£(0. 5)~—

ol 6 clc*—10c* +15) < «6
E(x) = =" (c )—( )| _ o X -| ( Josx
(n+1)! |20 6! V2n 6!

O<c<x

Representado f ¢(c):
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2.5

-1 1 2
una cota se obtiene para c=0.5 por ser creciente:

0.5(0.5%~100.5* +15) 05 ¢ 56
e 2 —|=

2r 6!

E(x=0.5)<|-

Para terminar acotamos el valor aproximado:
0.6914715163-4.799067562-10 <£(0.5)<0.6914715163+4.799067562-107
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47 .- Hallar el grado minimo del polinomio de Maclaurin para calcular £(0.5), con
un error menor que 0.001, siendo f(x) = 1+x3 senx.

Solucion:
n+l
(x-a)
(n+1)!
Segun la férmula del resto para calcular el error, hallamos las sucesivas derivadas de la funcion

y=f(x) y vamos probando hasta encontrar el primer n que lo cumpla:
Empezamos con n=5:

E(x) =[R,(x)|=|f""(c)

£ ()| =|(18¢* ~120) cos ¢+ (90c — ¢*)senc]

y

300

200

-100

-200

-300

—-400

Una posible cota es 120
0.5°

E(x)=[R,(x)] = =

6 6
6) X , 6) X
f (C)E SmaX|f (C)|E<120

1
ET conce(0,0.5)

En este caso no es menor a una milésima
Para n=6:

|f7)(c)| = |(l26c —c’)cosc+21(10 - cz)senc|

¥

300
200

100

-100

-200

-300

—400

Una posible cota es 154
05" _ 11
7! 46080

7 7
E(x)=|R,(x)|= f”(c)% < max|f7>(c)|%<154 ~0.0002387<10" con ce(0,0.5)
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Ahora si lo cumﬁle

Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:

n f9(x) £9(0)
0 1+x3 senx 1
1 xcosx+3x?* senx 0
2 6x2cosx+(6x-x°) senx 0
3 (18x-x*)cosx+(6-9x?) senx 0
4 (24-12x%)cosx+(x3-36x?) senx 24
5 (x3-60x)cosx+(15x2-60) senx 0
6 (18x* —120)cos x + (90x — x*)senx -120
! " " 4) 5) 6)
Tnzs[f(x),a = 0] =f(0)+ f (0)x+ ) x>+ £"(0) X+ () x*+ O X+ ) x° =

I! 2! 3! 4! 5! 6!

:1+24ix4 —120lx6 =1+x* —lx6
4! 6! 6

Sustituyendo x por 0.5

£(0.5) ~1+0.5* —%0.56 = -

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.



FORMULA DE TAYLOR

48.-
a) Hallar el polinomio de Taylor de grado 4 de la funcién f(x) = cos(nIn(x)) en

a-=e.
b) Acotar el error cometido si utilizamos el polinomio anterior para evaluar f (2).

c) Calcular, SIN USAR DERIVE, |im1+cos(11: In(x))

utilizando el polinomio

x—e e — X
obtenido en el apartado a).
Solucion:
Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Taylor:
n 7(x) f7(e)
0 cos(nIn(x)) -1
1 _ msen(nin(x)) 0
X
2 nsen (7In(x))—n’cos(mn(x)) e’
2
X
3 (n3 — 27:) sen (nIn(x))+3n’cos(nn(x)) -3n’e”
3
X
4 (6n - 6n3)sen(ﬂ:ln(x)) + (n“ 117 )cos(nln(x)) e (1 1- nz)
X4
f! £ £m f4)
T [f(x),a=¢]= f(e)+%(x—e)+¥(x—e)2 +%(x —e)3 +#(X —e)4 =
= —1+nze_22%(x —e)2 —3nze_3%(x —e)3 +nze_4(11—n2)4l!(x—e)4 -
2 2 2 3 2 -4 11_ 2
=142 (x—e)2 —%(x—e)3 +%4!n)(x—e)4 =
5) (X_e)s P (X_e)s
b) E(x)=[R,_,(x)|=|f @ < méx [f¥ () | eonce (2.¢)

Buscamos el maximo entre x=2 y a=e, para ello
(507t2 —10n4)cos(nln(c)) +(n5 -351° + 24n)cos(nln(c))

5
C

£(c) =
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Una cota superior puede ser para c=2, puesto que la funcién es decreciente o directamente 27

n+l) fS 7 5 27(e—2 5
E(X) :|Rn(f(X),a)| = ZIT(IC))'(X_a)nH a_CI (C)(S' C) |< (es' ) .

Sustituyendo en el polinomio obtenido en el apartado a)

-0.5621210605 - 0.04243219932<f(2)< -0.5621210605 + 0.04243219932
Por tanto,

¢)

—_

Hm1+cos(nln(x)) i 1 T [ cos(mIn(x))]

X—>€ e—X X—e c—

s

l—i(ﬂ;zx4(n2_l)+4n26X3 14—7’52)+6TC262X2(752—19)+47I263X(26—752)+€4(TE4—357:2 +24))
=lim= _
X—e e_x

—
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49 .- Obtener e con un error menor que 107~ .

Solucion:
La funcién adecuada es la exponencial f(x)=¢*.

Las sucesivas derivadas de la funcion exponencial coinciden con ella, por lo tanto, la formula de
Maclaurin es:
. 2 X3 X4 Xn Xn+1
e =l+x+—+—+—+....+ +
20 31 4l n! (n+1)!

e”™ con 6 €(0,1)

. 1 o
Hay que calcular aproximadamente Ye=t (gJ de forma que para acotar el error utilizamos el

término complementario o resto:

n+l1
E(x) = |Rn (X)| = ( X 1)‘eex con 0 € (0,1) Siendo x=1/3
n+1)!
1 173" o :
R, 3" (n+1)] e“|<107", siendo 0 < ¢ <1/3. Para estos valores de ¢ se verifica que
n+1)!

e’ <e'? <3"% <2, luego:
1 2 4 .
R,| = | <=—————" Por tanto, para que el error sea menor que 10~ es suficiente que n sea tal
3) 3" (n+1)!
2

que m<10_4 = 2104 < 3n+l(l’1+1)!.

Lo cual se empieza a verificar para n = 4. De esta forma, la aproximacién pedida es:
2 3 4
1/3 1/3 1/3
%/Ez1+1/3+( ) +( ) +( ) ~|1.39557
1! 2! 3! 4!
Pudiendo asegurar que las tres primeras cifras decimales después de la coma son exactas.
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50.- Para valores de x entre 40° y 50°, obtener una cota del error que se
comete al efectuar la aproximacion siguiente:

senxz§{1+(x—%)—%(x—%)2}.

Solucion:

El desarrollo de la funcién sen x en potencias de x —% hasta el término de grado 2, viene dado por

su polinomio de Taylor correspondiente en a = % La formula de Taylor queda:

2
1
senx =T, senx,E +R2(x):sen2+ x—= |eos T~ x - = senE+R2(x):
4 4 4 4 2 4 4

2 ) 1 n)’ 1 n)’ T , T
— 1+ x——|——|x—— ——| X——] cosC, conxXx<c<— 0 — <c<X
2 4) 2 4 3! 4 4 4

3 3
|R2 (x] = % X —% |cos c| < % , independientemente de c. Y, para los x considerados,
40° = Z_n <x<50°= 5—n , se verifica:

9 18

I
X—_
4

3

1

6

St ®w

18 4] 6136

3
=l(£j - [0.0001107]

que es la cota pedida.
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51.- Dada la funcién f(x) = y1+ V1+ x, se pide:

a) Dominio de f.

b) Polinomio de Maclaurin de f de grado 3.

c) Calcular de forma aproximada f(1) utilizando el polinomio anterior.

d) Dar una acotacion del error cometido en el apartado anterior y expresar
f(1) solo con cifras decimales exactas.

e) ¢Existe la formula de Taylor de f de algin orden en a = -1?

Solucion:
a) 1+X203x2—1,luego,Domf=
b) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:

n £ (x) £ (0)
0 1+vV1+x V2
1 1 NG
4T+ x 1+ x 8
2 4+ x —3x -1 52
16xy)(1+x) V1+4T+x 64
3 (1= x ) (VI x ) (VI x (214 4) = 3x(Tx+1)) -2 (1557 +11x +2) 6342
512
64x°\J(1+x) V1+T5 x
o]0 O T O
NG 5@1263\/513 J_ 52, 2142,
SN S A LRI S ) X"+ X
8 6421 5123 128~ 1024

¢) Sustituyendo x por 1:

f()~2+ £1—i %m 564749966

128

d) Acotacion del error: E(x)=|R,(x)|= !

, con 0 <c <I1. Luego, E(x=1) < 1

S
siendo M una cota de ,en (0, 1):
0.5 1

Luego, una cota de la derivada cuarta de fen (0, 1) es M = 1/2. Una cota superior del error es:
Ex=T)<M=—12-"L + 0.02083333333
4 4T 12

1.564749966 - 0.02083333333<f(1)<1.564749966 + 0.02083333333
1.543916632<£(1)<1.585583299

, con las cifras decimales

Por tanto,

exactas.
e) tNo existe la formula de Taylor{ de fde grado > 1 en a = -1 puesto que no existe la derivada

primera de fen -1:
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FORMULA DE TAYLOR

Solucion:

T,[f(x), 4]=f(4)+(x—4)f'(4)+—f"(4)+%

(x—4)°
21

f"(4) =5-3(x —4)’ +9(x —4)°

a) Igualando coeficientes en ambos polinomios, se obtiene:

b) Como f'(4) =0 y f"(4)<0, se deduce que la funciéon f(x) tiene un -

-ena=4.

¢) Por ser f''(4)> 0, la funcion fes -en un entorno de a = 4.
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53.- Dada la funcion f(x) = y1+ 1 - x, se pide:

a) Dominio de f.

b) Polinomio de Maclaurin de f de grado 3.

¢) Calcular de forma aproximada f(-1) utilizando el polinomio anterior.

d) Dar una acotacion del error cometido en el apartado anterior y expresar
f(-1) solo con cifras decimales exactas.

e) ¢Existe la formula de Taylor de f de algin orden en a = 1?

Solucion:
a) Dominio: (=90, 1]
b) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:

n ) £7(0)
0 1+4/1-x V2
1 ) I NG
aT=x\ 14— x 8

2 C Imx 3kl B2
16X\/(1—X)3\/1+\/1—X 64

3 3(VI=x =1)(VI=x (73 +1))+3x+1) 632
64x”yJ(1-x) V1+1-x 212

fO, 10 . 'O ,_
1! 2! 3!

V2o 521, 6321, V2 52, 21V2
=2 ey o 2 NS X X - X
8 64 2! 512 3! 8 128 1024
¢) Sustituyendo x por -1:

f(l)zx/——%(—l)—ﬂ(—l)z —&(—1)3 ~

128 1024
: 12

T, [f(x).a=0]=f(0)+

d) Acotacion del error:

= 1 |f4> (©)

4
E(x)=R,(x)|= f‘”(c)% sy , con -1 <c <0. Luego, E(x=-1) <%M , siendo M una cota de

|f‘”(x) ,en (-1, 0):
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+0.5

-1 -0.5 0.5

Luego, una cota de la derivada cuarta de fen (-1, 0) es 1/2. Una cota superior del error es:

%2 :é ~ 0.02083333333
1.564749966 - 0.02083333333<f(-1)<1.564749966 + 0.02083333333

1.543916632<f(-1)<1.585583299

1
E(x=-D< M=

Por tanto, s6lo pueden garantizarse las décimas y _, con las cifras decimales
exactas.

e) _ de fde grado > 1 en a = 1 puesto que no existe la derivada

primera de fen 1:
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Solucion

T, [f(x), 2]= f(2)+(x—2)f’(2)+%f"(z)+%fm(2) =4+(x-2) +6(x-2)

a) Igualando coeficientes en ambos polinomios, se obtiene:

b) Como f'(2) =0 y {'"(2)> 0, se deduce que la funcion f(x) tiene un -

-ena=2.

¢) Por ser f''(2)> 0, la funcion fes - en un entorno de a = 2.
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55.- Dada la funcién f(x) = x’ In(x + 1), se pide:
a) Hallar una aproximacion de f(0,5) usando el polinomio de Maclaurin de grado 5.

b) Acotar el error cometido en el apartado anterior.

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin:
n f V(x) £ (0)
0 x* In(x +1) 0
1 2
2xIn(x +1)+ X 0
x+1
2 3x+4
2n(x+1) + X(X—+2) 0
(x + 1)
3 2 (x2 +3x+ 3) 6
(x + 1)3
4 2(x2+4x+6) -12
(x + 1)4
5 4(x2+5x+10) 40
(x + 1)5

l " m 4) 5)
T._ [f(x),a:0]:f(0)+f(0)X+f (O)X2+f (O)X3+f (0)X4+f (O)XSZ
" 1! 2! 3! 4 51

1 1 1 1 1
=6—x"—12—x*+40—x’ =|x* ——x*+=x°
! 4! 5! 2

Para obtener una aproximacion de f(0.5) con el anterior polinomio hacemos x=0.5

£(0.5)~0.5° —%0.54 %0.55 ~ 0.1041666666

6 6 6| 12(c*+6¢c+15
b) E(0.5) =[R,_,(0)|=|f"(c)~| = 05" £9(c)| = 05" ( i )| con0<c<0.5
6! s 6! 6! (c+1) |
Obtenemos ahora una cota del error, estudiando previamente el maximo de la sexta derivada de fen

[0,0.5]
El méaximo se alcanza en x=0 y vale 180
luego una cota del error es

200

6
180 = 0.00390625

0.5
E(0.5)=|R,_(x)|< =

Redondeando por exceso el error(0.5)<{0.004,
por tanto, 1(0,2)=0.104+0.004, es decir, 0.2 0.2 0.4 0.6

Se asegura pues el valor exacto de las dos primeras cifras decimales.

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 08




FORMULA DE TAYLOR

56.- Sea la funcion f (x) = In (x + 2). Se pide:

a) Dominio de f(x).

b) Aproximacion lineal de f(x) en un entorno de a = -1.

c) Polinomio de Taylor de orden 3 de fena = - 1.

d) Calcular de forma aproximada In (0.9) utilizando el polinomio anterior.

e) Acotar el error cometido en dicha aproximacion y dar In (0.9) con cifras
decimales exactas.

f) cDe qué grado deberia ser el polinomio de aproximacion para que el error
fuera menor que una cienmilésima?

Solucion:

a) Dominio de f: Ha de ser 2+x>0 pues s6lo existe el logaritmo de nimeros positivos.
2 +x >0, luego: x>-2

Por tanto, Dom f=

Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Taylor:

n f )(x) f(-1)
0 In(x+2) 0
1 (1- X)—l 1
2 ~(1-x)" -1
3 2(1-x)" 2

b) Aproximacion lineal de f(x) en un entorno de a = -1:

T [f(x),—1]=f(-D+ ( )( +1)=[0+1(x+1)

¢) Polinomio de Taylor de orden 3 de fena=-1:

Tn:3[f(x),—] f(-D+ ( )( +1)+f"( 1)( +1)* +

2
_lo+1(x+1)- (x -;-1) (x-;-'l) =5+6X+2X +2x°

f V"( 1) ( + 1) _

d) Aproximacion de In 0.9 con el polinomio anterior:
In(x+2)=In(0,9)=x+2=0,9=x=-1,1
Sustituyendo en el polinomio anterior

2 3
ln(0.9)z5+6(—1.1)+3(—1.1) +2(-1.1) .

6

e) Acotacion del error:

R, ,(x)|= f‘”(c)%

E(x)=

conce(-1.1,-1)

Como |f 4)(c)| = es una funcidn acotada y una cota superior puede ser 2 resulta:

-6
(c+ 2)4
La derivada cuarta de f, en valor absoluto, es decreciente en el intervalo (-1.1, -1) y alcanza su valor

maximo en -1.1:
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10

~

5 -1 -0.5 Q.5 1

Tomamos como cota superior: M = 10. El error queda, entonces, menor que:
- +1)* ~11+1)’
RN CEL) o () |’
4! (c + 2) 4! 4!
Dar In(0.9) con cifras decimales exactas:
-0.10533333 - 4.1666666-107 <In(0.9)< -0.10533333 + 4.1666666-10°

-0.105375<In(0.9)< -0.10529166
Luego, In(0.9) es aproximadamente

E(x)= < méx

T ll<e<1

4
+1
|

f) Grado del polinomio para que el error en la aproximacion sea menor que una cienmilésima (107):
Ahora probamos para n=4:
E(x)=|R,,(x)|=

x+1Y
fs)(c)% conce(-1.1,-1)

Como |f ’ )(c)| = es una funcidn acotada y una cota superior puede ser 2 resulta:

24
(c+ 2)5
La derivada quinta de f, en valor absoluto, es decreciente en el intervalo (-1.1, -1) y alcanza su valor
maximo en -1.1:

Tomamos como cota superior: M = 24. El error queda, entonces, menor que:

| 24 (x+1) (~L1+1)
(c+2) 5! 5!

Por tanto, puede asegurarse que el error es menor que una cienmilésima tomando

<24 =2-10° <107

5
fs)(c)% < max

T ll<e<l

E(x)=
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57.- Dada la funcion f(x) = 10.x.e7*, se pide:

a) Hallar los polinomios de aproximacion de Taylor de grado 5 en los puntos
a=0 y a=1

b) Hallar el valor aproximado de f(x) en x=1/2 con cada uno de los polinomios
obtenidos en a).

c) Calcular la cota de error cometido en las aproximadas obtenidas en b)

d) Razonar cudl de las dos aproximaciones es mds precisa.

Solucion:
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Taylor:
n fV(x) foo) | f7a)
0 10xe™* 0 10e!
1 (10-10x)e ™ 10 0
2 (10x-20)e™ -20 -10e’!
3 (30-10x)e™ 30 20¢’!
4 (10x—40)e™ -40 | -30e
5 (50-10x)e™ 50 40¢!
Para a=0

T, [£(x,0]= £(0) + - Dy O 2 1O s, £90) « £ s _

1! 2! 3! 4! 5!

Para a=1

' " "m 4) 5)
T [f(x),l] = f(l)+f1—(!1)(x—l)+f2—(!1)(x —1)? +%(X -1y’ +fT(!1)(X—1)4%(X—1)5 =

b) Sustituyendo x por /2 en cada polinomio:

(eG4

2 2 3 12
-1 2 3 4 5
ff L) 14320( L)-310( L) 4140( L] —3s[ L] +4[L1] |~
2) 12 2 2 2 2 2
¢) La cota de error para la aproximacion f G) obtenida con el primer polinomio de Taylor (a=0) es:

(2

Buscamos el méaximo de la derivada sexta, *(c) =(10c—60)e™, en [0,1/2]

1 6
5 _O
T
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S0

T+ 20

.5 a

Observamos que en el intervalo [0,1/2] la funcion es estrictamente decreciente por lo que el maximo
se alcanza en el extremo izquierdo, es decir, para ¢c=0:

[£9(0)] =|(10-0-60)e| = 60

El maximo de la funcion en [0,1/2] es 60, luego la cota de error es:

1 6
Lol
2 2
1

~——0
La cota de error para la aproximacion f (J obtenida con el segundo polinomio de Taylor (a=1) es:

o2

<60 =—— =0.001302083333 <

6

Lo

, 2
SO

|20 \

0.5 1

En este intervalo la derivada sexta también es estrictamente decreciente por lo que su maximo se
encuentra en c=1/2

f6>@ (10.@_60]6@

El maximo de la funcion derivada en [1/2,1] es menor que 34

6

1 1 -
Elx=—|=
-3)

R, H‘ <3412 1 —0.0007378472222 <
d)

2 6!
Luego es mas precisa la aproximacion obtenida con el polinomio desarrollado en - que es:
3.033<f(1/2)<3.034

= 33.35918628 <34
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58.- Dada la funcion y = In(x + 1), averiguar el grado que hay que tomar en el

polinomio de Maclaurin para aproximar In(1,5) con un error menor que 0,0001.

Solucion
Vease el ejercicio 2:

n+l

X X X X" X ~(n+1)
In(l+Xx)=x——+———+....+ (=) —+(=1)" I+c
( ) 2 3 4 D n D n+1( )
ce(0,x)
Grado Polinomio de Maclaurin Resto de Lagrange
1 X 2
2(c+1)
2 x* x? 2 x?
-2 4x — ;= -, 0<e<x
2 2! (1+c) (1+c)
3 x®  x? x* 6 x*
———+X - == > 0<c<x
302 4 (1+¢) 4(1+c)
4 x* x* x? x> 24 x>
——t———+X — == -, 0<c<x
4 3 2 St (1+c)  5(1+c)

n—l)!

£ (x) =

(1+x)" (-

Luego, el valor absoluto del resto de Lagrange de la Formula de Maclaurin es:
X 1’1! Xn—v—l | | Xn-ﬁ—l | | Xn+1 | .

= < max

|(n+1)| 03]

B n+l |_|
Rn(X)|_ (n+1)!|_|(1+c)n+1 (n+1)!|_|(n+l)(1+c)n+l
x=0,5, puesto que In(1+x)=In1,5

0 5n+1 1 0 5n+1 1 1
’ i o 0.0001 = —
|(Il+l) Orggé (1+C)mrl - (n+1) (n—|—1)2“+1 <Y 10*

(Para qué grado se obtiene una aproximacion de In 1,5 con un error menor que 0,0001?

fn+l) (C)

para

1
(1+c)n+1

R,(0.5) -

Grado Error

7 11
(7+1)27" 2048

8 1 1

(8+1)2%" " 4608

9 1 1

= 107
(9+1)2°7 10240

El primer valor de n que lo cumple es @
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59.- a) Hallar el polinomio de Taylor de la funcion: f(x) = tgxena =0y n =
b) Sea la funcion f(x) = tg(2x), hallar una aproximacion del valor tg(0.5) con el
polinomio de Maclaurin de grado 5 y acotar el error cometido.

Solucion
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin.

f(x) = tex = X 5 £(0) =0
COSX

cos’x+sen’x 1

cos’ x cos’ x

FY(x) = 2cos>isenx _ ZSG?X — £7(0) =0
cos” X cos’ x

T, [f(x) = tgx,0] = f(0)+f1(0) "(O) x2=0+x+0=

£i(x) = = £'(0) =1

b) Siguiendo con las derivadas de la tgx:

IH(X) _ 42 j f 7"(0) — 2

cos*x  cos’x
24senx 8senx

£9(x) = == 19(0)=0
COS™ X COS™ X

£9(x) = 162 B 1240 N 12?
Ccos"X COos"X C€OoS X

! " m 4) 5)
Tn=5[tgx,0]=f(0)+f(0)x+f ©) 2, f"©) s £70) o, £70) s _

= £9(0)=16

1! 2! 3! 4! 5!
3
N T LDV PR SR
310 5 315
3
8x’  64x’
nS[‘[gZX,O]=2X+( ) +%(2 )5—2X+i+ 1:

3 5
t9(0.5) = tg(2-0.25) ~ 2-0.25 4+ 5 03;25 e 105'25 =10.5458333333

Calculo del Error. Calculo de la derivada sexta

B =[R, (x)[=[f"" ) “()025‘ 025

n=5
=0.25
0<c<0 25

)l < == max |f(c)|

6! [0.0.25]
Calculamos la cota superior de la funcion: |f®(c)|= |1740835?21()2°) + 61440?;’;()%) N 46080752121()20)|
CoS C CoS C CcoS C

30000

20000

10000

0.1 0.2 0.3

-10000

Observamos que la derivada sexta se hace maxima para ¢ = 0.25. Luego sustituimos en la derivada
sexta ¢ por 0.25

Calculo del error:
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0. 25)| |17408sen(2 025)+6144055en(2-0.25)+46OSOSen (2-0.25) |_2 826660189-10°
0s*(2-0.25) cos’ (2-0.25) cos’(2:0.25) |

6
E(x =0.25)< % 25 282666018910 ~ -

Verdadero valor:
0.5458333333 - 0.009584758127 < tg(0.5) < 0.5458333333 + 0.009584758127
0.5362485752 <tg(0.5) < 0.5554180914

El verdadero valor estd comprendido entre: _
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60.- a) Hallar el polinomio de Taylor de la funcion: f(x) = xeX ena= Oy n =

b) Calcular el grado del polinomio minimo necesario para obtener un valor de
f(x)=e con un error menor que 10-4

2.

Solucion

a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin.
f(x)=xe* = £(0)=0

f'(x) = (1+x)e* = f(0) =1

£'(x) = (2 +x)e" = £"(0) =2

T,,[f(x)=xe",0|=f(0)+ f (?) + 2(?) P=0+x +23x =

b) Célculo del error:

f(x)=xe*=>x=1

R, (x)=

(n+ )-x

0<c<1

E(x) = £ (0) ——— = |f¥(c )

<= max|f )(c)|

Calculamos la derivada 3*

£¥(c)=(3+c)e’

Esta funcion se hace maxima para ¢ =1 por ser creciente.
Sustituir ¢ por 1

_ _len+n) X _ 3) E l 3) _g -
Ex)=[R, (x)|=|f (C)—(HH)!;E% O £6|f (1)|—3e~0.1359140914
O<c<l
Seguimos con n=3:
n+1
at I
E(x)=[R, (x)|=|f""(c )( P =13 f9(c)— <—rr(1)a}]X|f )(C)|

ox B
A

c<l

(4+c)e = V(1) =5¢

Calculamos la derivada 4*: ¥ (c)

E(x)=

n+1 14 1
R =f"Y(c = [fY(c)—|<—5e~0.5663087142
= O O E

0<c<1

Célculo Error (n=4). Calculamos derivada 5*

5

L £l6e ~0.1359140914
s 5!

n+1 15
_|en+D) _ 5) — =

0<c<1

Seguimos calculando errores hasta que se cumpla la condicion dada.
Calculo Error (n=5). Derivada 6*

(x)|=

E(x)=

(5+c)e’

n+1

(n+1)!

0<c<1

E(x)=|R £ (e) 6)(C)

< é7e ~0.02642773999

16
‘(6 +c)e o

7

Célculo Error (n=6). Derivada 7*: E(x = 1) = |(7+c)e’ l—

X= 1
O<c<l

< 7i8€ 0.004314733

8
Célculo Error (n=7). Derivada 8 E(x =1) = ‘(8 + c)e°% < é% ~ 0.0006

x=1
O<c<1
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9
Calculo Error (n=8). Derivada 9*: E(x =1) = ‘(9 + c)e°; < élOe ~7.49-107

x=1
0<c<1

El error es menor que 10 a partir de -l
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61.- a) Hallar el polinomio de Taylor de la funcion: f(x) = arcsen (x) ena= 0y n
= 2.

b) Hallar una aproximacion del valor arc sen (0.1) con el polinomio de Maclaurin
de grado 5 y acotar el error cometido.

Solucion
a) Calculando las sucesivas derivadas, se puede escribir el polinomio de Maclaurin.
f(x)=arcsenx = f(0)=0

1

£(x) = — = f'(0)=1
= \/(I_X,g)3 ) (1—x2)\7(1—x2) = HO=0
T, [f(x) = arcsenx, 0] = f(0) +$x +%x2 =0+x+0x*= @
b) Siguiendo con las derivadas de la arcsenx:
£(x) =% =f"(0)=1
f“(x):%: £9(0)=0
1-x’
3(8x" +24x7 +3)

£9(x) = =£9(0)=9

S
! " m 4) 5)
Tnzs[arcsenx,O]zf(0)+f(0)X+f 0) x2+f 0) x3+f (0) X4+f (0) o
1! 2! 3! 4! 5!
3
:x+lx3+—x5 = X+X_+ix5
3! 5! 6 40
En este caso x = 0.1. Sustituimos en el polinomio x por 0.1

3
arcsen(.1 ~ 0.1+%+4100.15 ~ 0.1001674166

Calculo del error. Calculamos la derivada sexta

‘150(804 +40¢ +15)
con a=0<c<0.1=x

@)=

Ji=¢)'

Estudiamos para qué valor esta funcion esta acotada, nos ayudamos con su grafica:
25

0.1,24.414113)

0.1

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 108




10w FORMULA DE TAYLOR .
Observamos que la cota superior se encuentra para ¢ = 0.1. Luego sustituimos en la derivada sexta c
por 0.1

‘15~0.1(8-O.14+40~0.12+15)‘

[£9¢0.1)|= _ ~ 24.41411409
‘ \/(1—0.12)
Luego el error sera:
nt x"! 0.1° _10”°
E(x)=[R, (x)|=|f 1’(c)mn—s £9(0)— - <~ -mix ax [0 (0)] = 122441411409 ~
x=0.1

0<c<0.1

Verdadero valor:
0.1001674166 - 3.390849179-10° <arcsen0.1<0.1001674166 + 3.390849179-10%
0.1001673826<arcsen0.1<0.1001674505

El verdadero valor estara comprendido entre: _
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62.- Sea f(x) = arc sen (2x)
a) Teoria: Escribir la definicion del polinomio de Maclaurin de grado n.

b) Hallar una aproximacion del valor arc sen (0.1) con el polinomio de Maclaurin de

grado 5 y acotar el error cometido.

Solucion:
a) Para una funcion f(x) con derivadas hasta un cierto orden n en un punto:

[} " n)
T, (f(x),a = 0) :f(0)+m (x-0) + 19 (x-07 + ... + w(x -0)"

1! 2! n!
b) Vease el ejercicio 61

3
T, ;[arcsenx,0] =[x X +ix5 =
6 40

3 x* 12

3
Tn_s[arcsen(Zx),OJ:2x+@+4—0(2x) =2x +?+? 5

Sustituimos en el polinomio x por 0.05

3
arcsen (0.1) =arcsen(2-0.05) =~ 2-0.05+ 0'25 +%0.055 ~(0.1001674166

Calculo del Error: calculamos la derivada sexta

‘1920o(128c4 +160¢ + 15)

ey

Estudiamos para qué valor esta funcion estd acotada, nos ayudamos con su gréfica:

|f o (c)| = con a=0<c<0.05=x

1.05

Acotamos con 1600
R, (x)=

3.472222222:108
Verdadero valor:
0.1001674166- 38.472222222-10® <arcsen0.1< 0.1001674166+ 3.472222222-108
0.1001673818<arcsen0.1<0.1001674513

n+1

(n+1)!

6 —6 -6
E(x) = £ 0) X f6)()oosi 0.05" 0.05° | o

- it ()| =
n=5

x=0.05
0<c<0.05

001]

El verdadero valor estd comprendido entre: 0.1001673818 y 0.1001674513
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63.- Dada la funcién f(x) = x%e*, se pide:
a) Escribir la formula de Maclaurin.

b) Acotar el error cometido en el cadlculo de f[%) utilizando el polinomio

de grado 5.
c) Calcular el grado del polinomio minimo necesario para obtener un valor de

f(%) con un error menor a 10-¢

Solucion:
a) Formula de Maclaurin
[} " n)
f(x)=T, (f(x),a :O)+Rn(x) :f(0)+% (x-0) + % (x-0)7 + .. + f—('o)(x -0)" +
! ! n!
n+l)
+w(x -0)™! con a=0<c<x o bien x<c<0=a
(n+1)!
Hallamos las primeras derivadas para encontrar una formula de recurrencia para las derivadas
n f V(x) f (0)
0 Xze_x 0
1 (2X -x’ )e"X 0
2 (){2—4x+2)e*X 0
3 —(x2—6x+6)ef" 6
4 (x*-8x+12)e™ 12
5 —(x*~10x +20)e™ -20

Con un poco de atencion se observa que la formula que proporciona la derivada n-ésima de la
funcion es

f7(x) = (—1)n (x2 —2nx Jrn(n—l))e_X

Por lo tanto, sustituyendo x=0 para obtener el valor de las derivadas y aplicando la férmula del

polinomio de Maclaurin se obtiene:
4 n

T, [xzefx,O)Z 2 x - il X’ +2 x* + (—l)nn(n—_l)xnzx2 X (—1)n X

2! 3! 41 n! (n-2)!
Para hallar el resto de Lagrange correspondiente necesitamos la derivada de orden n+1 en x=c, la
cual se obtiene sustituyendo n por n+1 y X por ¢ en la expresion de la derivada n-ésima.

£ (c) = (—1)“+I (c2 —2(n+1ec+(n+ l)n)e’c , luego el resto es Ra(x)=

n+l n+l

N4 X n+l . X
R,(x)=f 1>(c)m =(-1)"" (¢’ —2(n+Dec+(n+Dn)e el
Y la formula de Maclaurin de la funcion dada es:
4 n n+l

n X

(n-2)!

Cer= 52 _X3+X? e+ (-1) Jr(—l)n“(cz—2(n+1)c+(n+1)n)e"C

(n+1)!

con a=0<c<x ,0 bien, x<c<0=a

b) Acotar el error cometido en el calculo de f(1/5) al usar el polinomio de grado 5.
Lo primero que debemos hallar es el maximo o una cota de la derivada sexta, en valor absoluto, en
el intervalo [0,1/5]
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£9(c)] = |(c2 ~12¢+30)e™

T 20

d

T 10

a.2 .4

Observamos que la derivada sexta es decreciente y su maximo en [0,1/5] se alcanza para c=0y vale
30. Por lo tanto una cota del error es:
1 6
6)( ) ( j

n+1 5 -6
_ n+l) _ 6) ~
E(X)_|R“( | f ()( +1)vn5 6! 61 [01/5 |f (C)| 30~
0<i/<1/5
2.666666666-10° <
¢) Calcular n para que Error(1/5)<10®.
1 n+l
n+1 1
E(x) =R fn+1) n+1) n+1) c
L )( e )(n+1)' e
1

=—————max |(c —2(n+1)c+(n+l)n) %( n+hn=— ! <t =10"°
57 (n+1)! [045] 05 (n+1)! 5 (n—1)! 1000000

Obsérvese que las funciones derivadas de f(x), en valor absoluto, son todas decrecientes pues sus
derivadas son negativas, en consecuencia, la expresion anterior alcanza el maximo en ¢c=0, luego

Grado Error

4 1
5. (4-1)! 18750

5 1
5. (5-1)! " 375000

6 41 _ ! <10°°
5%-4! 9375000

Luego
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64.- Dada la funcién f(x) =arctgVx, se pide:
a) Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n=4 y a=1

b) Hallar el valor aproximado de arctg\0.5, con el polinomio obtenido en a) y una

cota del error cometido.

Solucion:
a) Formula de Taylor de f(x)

f(x)=T,,(f(x),a=1)+R,_,(x) = f(l)+w (x-1) + O] (x-1)° +m
1! 2! 3!
4 5)
f 4('1) (x-D*+ f S(C) (x-1) con a=1<c<x 6 bien x<c<l=a
Calculamos el polinomio de grado 4 en a=1 y el resto de Lagrange correspondiente
n f(x) (1)
0 arctg\/; Tt/4
1 1 1/4
2Wx(x+1)
2 . 3x+l -1/4
4% (x +1)?
3 15x* +10x +3 7/16
8vx° (x +1)°
4 3(35x7 +35% +21x +5) -9/8
16vx7 (x +1)*
51 3(315x*420x" +378x” +180x +35)
32X (x +1)°

La férmula de Taylor pedida es:
arctg\/_:g.p% x-1) 1 -1 +l(X-1) 9x-D

4 20 16 318 4l
3(315¢* +420¢ +378¢” +180c +35) (x - 1)°
+ =
3237 (e +1)° 5!

b) Valor aproximado de atanV0.5
Sustituimos x=0.5 en el polinomio

4— . 3 . 2— . —_—
arctg 05 ~ 2051 =50:05 +1201(9).25 174-0.5—-487+95 =-

Célculo de una cota superior del error cometido:

R, (x)|= &

(n+1)!

(x- 1)

< max
[x.a]

n+l) (X_a)ml
O

Hallamos primero una cota de la derivada quinta en [0.5,1]

E(x) =

fn+1)(c)|

c)|

n= 4 05<c<1
a=l
XOS
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|3(31504 +420¢% +378¢> +180c+35)|

|f5)(C)| = | 32\/C_9(C N 1)5 |

80

60

40

20

0.5 1

Es decreciente en el intervalo [0.5,1], por lo que el méximo se alcanza en ¢=0.5

|3(315-0.54 +4200.5° +3780.5 +1800.5+35)| 9148314438
| 324/0.5°(0.5+1)° |

~0.02121956885 < I

£(0.5)|=

Una cota del error es
(0.5- 1)5

E(0.5) = g

R _, (0.5)| = max

0.5<c<1

()

5
‘=81.48314438‘%
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65.- Dada la funcion f(x) =e-3*, se pide hallar el grado n del polinomio de
Maclaurin que se necesita utilizar para aproximar e-3 con un error menor que
0.001

Solucion:
El valor pedido e corresponde a x=1
_ n+l 0)n+l
B0 2[R, ()] = [ (0) E= < e | 222 — [0 e (X <0.001
x)=[R, (x) (c) | ST ©)|F— ()l |5 ( >|

Para estimar el error utilizando la acotacion del resto de Lagrange, hemos de hallar la expresion de
la derivada n-ésima. Para ello calculamos las primeras derivadas de e* con objeto de obtener la ley
de recurrencia:

n f V(x) £ M(0)
0 e X 1

1 3¢ -3

2 326_3X 9

3 3™ -27
4 373X 81

n (—1)"3"e > (~1)"3"

Luego la derivada de orden n+1 es:

fn+1) (C) — (_1)n+13n+1 e—BC

El valor pedido e corresponde a x=1. Por otro lado, en el intervalo [0,1] la derivada n+1, en valor
absoluto, es decreciente por serlo e>*, luego el maximo se alcanza en c=0.

fn+1)(0>| — |(_1)n+13n+1 e—3»0| — 30+l
Calculamos para qué valor de n el resto es <0.001
|(1 _ 0)n+1 B 3n+1

E(D =R (1) =max|f"(c = <0.001
M) =[R, (1) 0ee ()|| (+D)! | (n+1)!
Grado Error
9 10
372 00162
10! 44800
10 11
3 _ 2187 00044
111 492800
11 12
37 __2187 o011
121 1971200
12 13
37061 5000256<10"
131 25625600

Luego, se necesita un polinomio de grado m=12| o superior.
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66.- Dada la funcién f(x) =InVx se pide:

a) Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n=4 y a=1

b) Hallar el valor aproximado de InV2 con el polinomio obtenido en a) y una cota
del error cometido

Solucion:
a) Formula de Taylor de f(x) = InVx

) =T, (F()a=1)+R,,(x) = f(l)+¥ (x-1) + % (x- 1y +¥ (x-1y +
v 5
" ' 4:1(1) -+ : )5(0) -1y’ con a=1<c<x 6 bien x<c<l=a
Calculamos el polinomio de grado 4 en a=1 y el resto de Lagrange correspondiente
n £9(x) (1)
0 In+/x 0
1 1 12
2x
2 ! 172
X
3 1 1
X3
) 3 3
X4
: 12
XS

La férmula de Taylor pedida es:
3 4 5
Invx =0+— ( 1)- l(x 1y LD -1 12K-1)7

2! 3! 4! ¢ 5!

b) Valor aproximado de InV2
Sustituimos x=2 en el polinomio

3 < =26 2-13-2°+23.2-25) 7 _
24 24

Célculo de una cota superior del error cometido:

_ _|en+ (X_a)n+1 n+l) (X a)n+1 4 (X 1)
B9 =t ()= 0 < il O s
x=2

Hallamos primero la cota de la derivada quinta en [1,2]

15
10

5

1 2

Es decreciente en el intervalo [1,2], por lo que el maximo se alcanza en x=1
eyl 12,
517

Una cota del error es: E(2) = max|f ’ (c)|
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67.- Dada la funcion f(x) =In(1+x), se pide hallar el grado n del polinomio de

Maclaurin que se necesita utilizar para aproximar In1,5 con un error menor que

0.001.
Solucion:
Vease el ejercicio 2

2 %} x¢ s )
In(l+x)=x——+——-"—+.....+ 1nl 1 +c
(1+x) T 32 (-1 +(— ) ( )

€ (X,O),o blen, ce (O,X)

El valor pedido In(1.5) corresponde a x=0.5.

E(X)= R fn+])( )(

(x)|=

Por otro lado, en el intervalo [0,0.5], la derivada n+1, en valor absoluto, es decreciente por serlo

)n+l

(n+1)

(X a)n+1
n+1)! |

fn+1)(c)|

a= 0 O<c<0 5
=0.5

e )|‘(o S-0f

V()= (-1)" i+ )M , luego el maximo se alcanza en ¢=0 y vale |f “+‘)(0)|
c
n+l
E(x)= (O 5)| < max f“+l)(c)| (x-a)™ : ax [0 (c )||(0 S 0)'
[ ] —|—1) a?)50<c<05 ( +1) |
Calculamos para qué valor de n el resto es <0.001
Grado Error
5 1 3 1
55+1_(5+1) 384
6 1 3 1
571-(6+1) 896
! 751 : = 1 < 1 =10""
57-(7+1) 2048 1000

Luego, se necesita un polinomio de grado W=7 o superior.
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68.- Dada la funcién f(x) = e¥, se pide:

a) Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n=4 y a=1
b) Hallar el valor aproximado de = e2, con el polinomio obtenido en a) y una cota

del error cometido

Solucion:

a) Formula de Taylor de f(x) = eV

f(x)=T,,(f(x),a=1)+R,_,(x)=f)+——= (1) x-1) + %(X-l)2
+*(x D) —=2 S)(C) (x-1) con a=1<c<x 6 bien x<c<l=a
Calcuiamos el pOlll’lOl’l’llO de grado 4 en a=1 y el resto de Lagrange correspondiente:
n fV(x) fV(1)
0 A e
1 A e/2
2Jx
2 o (\/; _1) 0
WX
3 o (\/; _1) e/8
8x*
4 e&(\/;—6x+15x/;—15) -5e/16
16vx7
5 e&(xz ~10Vx" +45x 105X +105)
32x°

La formula de Taylor pedida es:

e et (x-1) +0 &1
2 2

2 3
Lekx-D
8 3!

4
Seel)
16 4!

o (¢ ~10Ve +45e-105ve +105) (s

+

324/c°

5!

b) Valor aproximado de eV

Sustituimos x=2 en el polinomio

o ~_e(5-24—28-23’+54-22—236-2—179)

384

-
~

Célculo de una cota superior del error cometido:

E(x)=

R, (x)=

fn+1)(c) (x—a
(n+

)n+l (X a)

n+1)(c)|

ne )'

x2

n—4 1<c<2

c)|
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Hallamos primero la cota de la derivada quinta en [1,2]

eﬁ(c2 —10@+45c—105\£+105)‘

5) _
L e

1 2

Observamos que es decreciente, luego el maximo se obtiene en c=1
(12 =10V1" +451-1051 +105)

31°

- % ~3.058067057

o=

Y una cota de error es

s n|2=1)°
E(2) < méx|f*(e)] ==

= 3.058067057% =0.02548389214 < I
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69.- Dada la funcion f(x) =In(1-x), se pide hallar el grado n del polinomio que se
necesita utilizar para aproximar f(0.5) con un error menor que 0.001

Solucion:

(X _ a)n+1

wy oy XK= = m4 (-0
()= <l |

(n+1)! a0 (n+1)!
Para estimar el error utilizando la acotacién del resto de Lagrange, hemos de hallar la expresion de
la derivada n-ésima. Para ello calculamos las primeras derivadas de xe™ con objeto de obtener la ley
de recurrencia

E(x)=|R <0.001

fn+l)(c)|

f V(x)
In(l—x)

(x-1)°
-(x-1)°
2(x-1)"
—6(x-1)"

Al W N =O|s

n (—1)“’1(n—1)!(x—1)’“
El valor pedido f(1) corresponde a x=1.

0| =|=D"nie -1 =

1
( ) ( 1)n+1

Por otro lado, en el intervalo [0,0.5], la derivada de orden n+1, en valor absoluto, alcanza ¢l valor
maximo cuando ¢=0.5, ya que todas son funciones crecientes,

!
frH—l) 0 5 1 n— n+ln'
0.5)]=|-D" 051
La expresion del resto queda:
n+l n+l
E(1) < mdx f“+”(c)| M PRV R S % =0.001
+1)! (n+1)! n+1 10

Podemos despe'ar directamente n+1>1000
Luego, se necesita un polinomio de grado @p=999 o superior.
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70.- Dada la funcién f(x) =1/Vx se pide:
a) Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n=4 y a=1

b) Hallar el valor aproximado de 1/v¥1.5, con el polinomio obtenido en a) y una

cota del error cometido

Solucion:
a) Formula de Taylor de f(x)=1/Vx

f(x)=T,,(f(x)a=1)+R _,(x)= f(l)+¥ (x-1) + % (x-1)° +% (x-1)y +
%) 5)
o1 4'(1) D d S(C) -1y con a=1<c<x 6 bien x<c<l=a
Calculamos el polinomio de grado 4 en a=1 y el resto de Lagrange correspondiente
n f(x) fv()
0 L _x 2 1
Jx
1 B -1/2
2\/5
2 3 3/4
W
3 15 -15/8
8vx
4 105 105/16
16vx°
5 _ 945
324/x"

Luego la férmula de Taylor es:
L L, 36D 15 (-1 105(x-D' 945 (x-1)°

—_—=]—— (X =
Jx 2( )4 21 8§ 3l 16 4 3/ 8!

b) Valor aproximado de 1/V1.5 con el polinomio anterior
Sustituimos x=1.5 en el polinomio

1 35-1.5'-180-1.5" +378-1.5" -420-1.5+315 _
V5 128

Célculo de una cota superior del error cometido:

R, (x)=

(X a)n+1
n+1)!

fn+1)(c) (x— a)n+l (1.5- 1)

(n+1)!

E(x) =

=

= max
n=4 l<c<l.5
a=1

fn+1)(c)|

< max

[a.x]

x=1.5
945

32\/_1

Observamos que es decreciente, luego el maximo se obtiene en c=1, ya que el denominador es

minimo.
f”(c)||(l'55_,1)5 I = 93425 (1'55_,1)5 ~0.00769 < .

UlIudau IJUCCLLC UL LYIALCHIALICADd Ul 1d Lie 101 1 .. L.

945

Hallamos ahora la cota de la derivada quinta en [1,1.5]: |f 5)(c)| =

Y una cota del error es: E(1.5) < max

l<c<l.5
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71.- Dada la funcién f(x) =e®%, se pide hallar el grado n del polinomio de

Maclaurin que se necesita utilizar para aproximar e® con un error menor que
0.001

Solucion:
El valor pedido € corresponde a x=1.

(1 O)n+1

£+ () (x— a)m1 <m (X a)

(n+1)! [ n+ 1)'
Para estimar el error utilizando la acotacién del resto de Lagrange, hemos de hallar la expresion de

la derivada n-ésima. Para ello calculamos las primeras derivadas de e* con objeto de obtener la ley
de recurrencia

E(x)= |Rn (x)| =

“*“(c)| <0.001

n+1)(c)|

a= 0 0<c<1

n f V(x)

0 675X

1 _Se—Sx

2 526—5)(

3 _53 e—5x

4 54 675)(

n ( 1) Sn —5x

La derivada de orden n+1 es: """ (c) = (-1)""5""e™>

El valor pedido f(1) =e™. Por otro lado, en el intervalo [0,1] la derivada n+1, en valor absoluto, es
decreciente por serlo €, luego el maximo se alcanza en ¢=0:

| (1 _ 0)n+1 ~ 5n+1

E(1) < max |f™ (o) = <0.001
0<el | (n+D! | (n+1)!
Grado Error
15 515+1
~0.0072929
(15+1)!
16 516+1
~0.0021449
16+1)!
17 517+1
~0.0005958 <10
(17 +1)!

Luego, se necesita un polinomio de grado
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72.- a) Calcular el polinomio de Taylor de orden 4 de la funcion f (x) = senx, en

T
a=-—,

6"
b) Utilizando el polinomio del apartado anterior calcular sen( 1n2)

. . T N
c) Estimar el error cometido al calcular sen (— E) con el polinomio del apartado

a).
Solucion:
a)
2
k) T T T
n=4 (_6J - k - . [X+6j - (X+6)
(f(x)zsen(x),a:——j: (x+—j :f(——j f'(——J +f"(——j +
6) = k! 6 6 6 1! 6 2!
3 4
T
(X +j X +)
+f"’(—£j 6 +f4)[ n) 6
6 3! 41
n fV(x) f V(-7t/6)
0 senx -1/2
1 COSX \/3
2
2 —senx 1/2
3 —COSX \/5
2
4 senx -1/2

b)f(_ij N _1+£(1J+1(1)2 _ﬁ(ﬂf _L(£j4 N
12)° 2 2\12) 4l1i2) 12l12) 4s8li2) ~

- - n+l
(53

n+l)
) (n+1)!

= max

b
a= T a<e<x
6

¢) E(x)=|R

(%)=

fn+1) (C)|

n+l
fn+1)( )(—)‘ < max

(n+1)! | e

(x-a)"
(n+1)!

T
X=——

12
La expresion del error al aproximar con un polinomio de grado 4 es:

&) () (&)
E(—%js max |f5)(c)|L= max |cos(c)| 12) M2)

—n/6<c<—n/12 —n/6<c<—n/12 5! 51
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FORMULA DE TAYLOR

73.- Dada la funcion f(x) = In(1+2x), se pide:

a) Obtener, el polinomio de Maclaurin de grado 5 de la funcion f(x), asi como la

formula de Maclaurin para n=5.

b) Calcular un valor aproximado de In(3/2) y una cota del error cometido

utilizando los resultados del apartado anterior.

c) Usando el procedimiento que consideres mas adecuado, calcula el grado de
polinomio que se necesita aplicar para obtener una aproximacion de In(3/2) que

tenga las 3 primeras cifras decimales exactas.

Solucion:
a) Polinomio de Maclaurin

Tn[f(x),a]:f(a)+®(x—a)+&(x—a)2+ ....... +m(x—a)“
1! 2! n!
n f(x) £ (0)
0 In(1+2x) 0
1 2 2
2x+1
2 4 -4
C(2x+1)
3 16 16
(2x +1)°
4 96 -96
T 2x+ 1)
5 768 768
(2x +1)°
T _[In(2x+1),a=0]=£(0)+ LR i (U EIE S (U NE £20) x*+ £(0) x° =
1! 2! 3! 4! 5!
—2x—ixz+16 ’ 96x4+ﬁxsz2x—2x2+8 —4x* +32 ’
2! 3! 4! 3
Calculo del resto de Maclaurin del polinomio anterior
R, (x)= @ (x—a)™ = () 1) o 7680 x
(n+1)! =0 6! (2c+1)° 6!

Formula de Maclaurin para n=5, con a=0<c<x o bien x<c<(0=a

In(1+2x) =T, [In(1 + 2x),a = 0]+ R, (x) = T, s [In(1+2x),a = 0] + ——

32 57680 x°

—4x*+ = —
5 (2c+1)° 6!

2x—2x2+§x
3

b) Valor aproximado de In(3/2) con el polinomio anterior
In(1+2x)=In(3/2)=> x=—

2 3 4 5
In(3/2) ~ 26} - 26} ; §(§j _ 4(% +2(3j _ I p.4072916666

3\ 4 4 5\4 960
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,
3 FORMULA DE TAYLOR
Calculo de una cota del error:

( 1 jnﬂ
n+1) (C)|

e
Euy:RJXﬂ=fM“®%§f%T na: fm“”“iﬁﬁy 0 2o (n+1)!
0
y

koo

4000

2000

0.2 ¢

Se observa que la sexta derivada es decreciente en [0,1/4], luego el maximo se alcanza en c=0 y su
valor es 7680, luego una cota del error es

(&) _ld]
EF} IR, (lj < mix |-—1980 \4) 5680840 L 0.002604166666 < 0.003
4 4 0<c<l/4 6! 6!

Por lo tanto, |ln(3/2)= 0.407:I:0.003‘

¢) Calculamos los restos a partir de n=6 sucesivamente
Observamos que en el intervalo [0,1/4] son todas decrecientes, por lo que, en todas ellas, el maximo
se alcanza en c=0, es decir:

o) gl 3]
n+l
E(X): R (X)| — fn+1)(c)& < max n+1) )| C)| max | 92160 |
" (n + 1)! O<c<1/4 (n+1)!n= 60<c<1/4  O<c<l/d (2c+ 1) |
)
= 92160% ~0.001116>10"
Para n=7:
1 n+l 1 8 1 8
_ _en g (x=)™ Foh) ( ) _ ) ( j 1290240 (‘J _
E(X) B R“ (X)| =t (C) (n+1)! =m 0<c<1/4 (C)| 1)|n 70<c<l/4 (C)| 0<c<1/4 8! B
&)
= 1290240%2 0.00048828125 < 107, sin embargo no es suficiente.
Comprobacion

2 3 4 5 6 7
In(3/2)=2 1 -2 1 +§ 1 -4 1 +£ 1y_32(1 +ﬁ 1 ~ 0.4058035714
4 4 3\ 4 4 5\4 3\4 7 \ 4
El error afecta a la 3* cifra decimal pues 0.4058035714 + 0.00048828125 cambia la 3* cifra.
Para n=8:

T, [ln(2x+1),a :O]:2X—2x2 +§x3 —4x* +
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FORMULA DE TAYLOR

( 1 )nﬂ
n+l)( )| _

( n+ 1)| n= 7 0<c<l/4

1Y 1Y
o (C)|( J e |20643840|( j

n+l) (X_a)ml <m
f (C)  0<c<l/d (2C+1) |

(n+1)!

E(x)=

R, (x)|=

0<c<1/4

1

4

9
= 20643840@ ~0.000217

Para , el polinomio me proporciona una aproximacion con 3 cifras decimales exactas

Comprobacion

Tn_g[ln(2x+l),a:O]:2x—2X2+§x3—4x4+%x5—% 6 % 7-32x*~ 0.4058035714

2 3 4 5 6 8
nG3/2)~2| L)oo L] L 8(L) g1} (321} J32f1) 128(1) —32(1j ~0.4053152901
4 4) 34 4) s5la) 3\a) 7\4 4

El error no afecta a la 3* cifra decimal pues |0.405[3152901 + 0.000217 no afecta a la 3? cifra.
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FORMULA DE TAYLOR

74 .- Dada la funcion f(x) = es"™, con —g < x< g

a) Polinomio de Maclaurin de grado 5 de f

se pide:

b) Calcular de forma aproximada Je , utilizando el polinomio anterior.
c) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior.

Solucion
a) Polinomio de Maclaurin de grado 5 de f:

O 1) o £ 5 0 L O

T _[f(x),a=0]=1(0)+

1! 2! 3! 41 5!
n f “)(X) f ")(0)
0 esenx 1
1 cosx-e* ™ 1
2 (COSZX—SCHX)'CsenX 1
3 (cos3 X —cos x(3senx + 1)) et 0
4 (cos4 X —cos” x(6senx +7) +senx + 3) e 3
S (cos5 x —cos’ x(10senx +13) + cos x(12sen’x +15senx + 4)) o | -8

T 6™ ,a=0]=14x+ax’ +0x° —ox? ~ S5
2! 4! 5!

b) Calcular de forma aproximada Je , utilizando el polinomio anterior.

sonx T T T ) . . .
e=e" =>x= A € {—E,E} , luego sustituyendo el valor de x en el polinomio anterior:

ol (6 ()

2 8 15

¢) Acotar el error:

(-OT
|f6> (c)|

(X a)n+1

£oh) ©) (x—a) )'

(n+1)!

E(x)=

R, (x)]=

max

[ax

fn+1)(c)|

= max
a00 <

n=5
Observando la grafica:

|f6) (c)| = |(cos6 c—cos” c(15senc +23) + cos” c(42sen’c + 78senc +19) —12sen’c —15sen’c — 4senc) e

40

20

- (3] ‘
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FORMULA DE TAYLOR

Solucion
a) Polinomio de Maclaurin de grado 5 de f:

T, [f(x),a=0]=f(0)+ ') 'O -, f"©O) - O . (0 s

n 31 41 5!

n f n)(X) f ")(0)
0 esen(x+r|:) 1

1 —cosx-e -1

2 (cos2 X + senx) e 1

3 —(cos3 X +cos x(3senx — 1)) g 0

4 (cos4 X +cos” x(6senx —7) —senx + 3) o -3

5 —(cos5 x +cos’ x(10senx —25) + cos x(16 — 155enx)) e 8

T [ a=0]= 1—x+ix2 +0x’ —ix4 +§x5 =-
2! 4! 5!

b) Calcular de forma aproximada e, utilizando el polinomio anterior.

Je =) — x = —g € [—g,g} , luego sustituyendo el valor de x en el polinomio anterior:

Je z1+g+(_76tj2 —(_2)4 + (_ZJS ~

2 8 15
¢) Acotar el error:

(X _ a)n+1

o]
RN T e

n+l
- 6
£ (e (x-a)
( ) —g<c<0 6'

FOO= (n+1)!

R, (x)|=

< max
a,x

ni £ (C)|

a=0

k3
X=——
n=5

Observando la grafica:
|f6) (c)| = |(cos6 c+cos’ c(15senc — 65) + cos” ¢(76 —90senc) + 16senc — 1 5) e

-0.5 0.5

Una cota superior para la derivada sexta en el intervalo considerado puedes sewr 50:




FORMULA DE TAYLOR

Solucion:
a) El volumen de una esfera es V=4/3 nR?
4 52
o “m3R*R '
EPorcentual =_p100zd_V: 3 4 100:3dR100=3 002100=

b) Eporc <0,6% , luego procediendo de manera inversa que en el apartado a)
4

2
o —n3R’dR '
E oreentual = =100 % av_3 100=2%R 100 =39R 160 < 0.6 R 100 <
\% \Y 4 R R R R
3
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FORMULA DE TAYLOR

Solucion
a) f(x) verifica las condiciones del teorema de Taylor pues la funcion f(x) y sus derivadas hasta el

orden 4 son continuas en todo intervalo de a=0 contenido en (-1,1) por ser cociente de
funciones continuas, cuyo denominador no se anula en (-1,1)

b) Calculamos el polinomio de grado 3 en a=0 y el resto de Lagrange correspondiente

n £ )(x) £ M(0)

0 arcsenx 0

1 1 1

1-x°

2 X 0
(1-x)

3 2x% +1 1
(1-x)

4 3x(2x° +3)
(1-x)

La formula de Taylor pedida es:

£(x) =T _[f(x),a =0]+R,_(x)=F(0)+ f'l(!o) X+ f"z(?) x* + f';(!o) N f4;(!°) e

P 3c(2c’+3) x*

=0+1x+0x> +10 4 2028 T X
3! /(1_02)7 4!

¢) El valor aproximado es

3
arcsen(0,1) = 0,1+ 0,61 ~ -

Calculo del error:

3c(2¢ +3)

(1-¢)

Observando la derivada cuarta en valor absoluto: |f K (c)| =

El méaximo se alcanza en ¢=0,1 y su valor es:
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FORMULA DE TAYLOR

‘3-0,1(2-0,1%3)‘~

|f4)(0,1)= = ~ 0,9384367711 <1
(1—0,12)
Luego una cota del error es
4
(e G e e (©120)] 0
EGo=[R, (x)=f""(©) (n+1)! ‘S [a,ax?f (C)| (n+1)! az—glggi‘ggf (°)|| 41 |Sl 41
n:3.

=4,16666666610° < [0,000005

arcsen(0,1)=0,100166 + 0,000005
d) arcsen(O,l)Z-
]
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e FORMULA DE TAYLOR

78.- Dada la funcion f(x) = x In (x+1), hallar el grado del polinomio de Maclaurin
de la funcién f(x) necesario para aproximar f(0.1) con un error menor que 104

Solucion
Hallamos la expresion del resto para el polinomio de grado n, para lo cual necesitamos la expresion
de la derivada n-ésima

n f )(x)

0 xIn(x +1)

1 In(x+1)+

x+1

2 X+2
(x+1)°

3 x+3
C(x+1)

4 2(x+4)
(x+1)*

n (-D)"(n-2)!(x+n)
(x+1)"

La derivada de orden n+1 se obtiene sustituyendo n por n+1:
fn+l)(c)| — |(—1)n+l(n — 1)!(C +n-+ 1)|
| (C + 1)n+1 |

Su maximo (en valor absoluto) en el intervalo [0, 0.1] se alcanza en ¢=0, pues para ese valor el
denominador es minimo y el numerador maximo, y vale (n - 1)!(n+1), luego el error al aproximar
x=1,1 con el polinomio de grado n verifica que:

(X a)n+1

n+1).

a=0
x=0.1

n+l (
70 (e)
(n+ )

|(n“m11yc+n+1|01 0| _(-Din+1) 01
(c+1)™ | (n+1)! |_ (n+1)! " n

E(x)=[R, (x)=

fn+1)(c)|

n+l

<107

0<c<0 1

Luego
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FORMULA DE TAYLOR

Solucion
a)
X3
- T [x-tgxa=0] . 3
lim X8 _ jim X g% | tim 3 -
x—0 4X x—0 4X x—0 4X
b)
X3
- T [arctg(x)—x,a =0 —
i 2ee)=x . Toofarctg()-xa=0] 73 o x

x—0 _Sen(xz) x—0 Tn=3 [_Sen(xz)’a = O:I x—0 _XZ x>0 3 B

c)
2

_ (arcsen x+2x)" T [(arcsen X+2x) 2= 0} . 9x?
lim =lim =lim——=
=0 ]—cosx x>0 T _,[1-cosx,a=0] 0X
d)

Jl+x —cosx Tnzl[\/1+x—cosx,a=0] %

lim——————= =lim = lim4£2 =
x>0 senx X0 T, [senx,a =0] =0 x
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FORMULA DE TAYLOR

Solucion
a) Pasamos en primer lugar los grados a radianes

a= 710’: ~1.239183768;
do =22 20,0872
180°

h =30tgo. = dh = 30(1 + tgzoc)da

30(1+tg’o)da  (1+tg”1.239183768)0.00872
Crelativo — i_h = ( 3 Otg ) = ( ¢ ) ~ 0.02834884627 = eporc<.
go

tg(l .239183768)

b)

dh 30(1+tg’a)da  (1+1g1.239183768)do l
— = <

erc-:lativo = -
h 30tga 1g(1.239183768)

da = 0.003078307775, luego el error porcentual al medir a debe ser:

do_ 0003078307775 _ , 00248414146 = < -

o 1.239183768
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FORMULA DE TAYLOR

Solucion

a) f(x) verifica las condiciones del teorema de Taylor, pues, tanto la funciéon f(x) como sus
derivadas hasta el orden 4 son continuas en cualquier intervalo de a=0 por ser suma de
funciones continuas en todo R

b) Para escribir la formula de Maclaurin hallamos el polinomio de grado 3 y el resto:

f(x)=T ,[f(x),a=0]+R _,(x)=f(0)+ ) X+ ) x>+ ) X’ + £7(c) x*

1! 2! 3! 4!
n f V(x) £ (0)
0 Xsenx 0
1 X COS X + senx 0
2 2C0S X — Xsenx 2
3 —X COSX — 3senx 0
4 xsenx —4cosx

0 2 , 0 5 csenc—4cosc ,
xsenx =0+ —X+—X"+—X +——M X" =
n 2! 3! 4!

Siendo ¢ un n° real desconocido entre 0 y x, o bien, entre x y 0.

¢) La aproximacion pedida con el polinomio de taylor obtenido es:

2
(5)-(; ) -
9 9
Para hallar la cota del error cometido obtenemos una cota de la derivada cuarta
|f4)(c)| =|csenc—4cosc|

y por ser la funcion decreciente el maximo se obtiene en ¢c=0 y vale 4
:;4_—_%-——%—__

n n) |esenc—4cosc|(n) _4(xn) 1(=nY
E[Z]=r [ Z|= Tl <2 2] == Z| = 0.002474447265 < 0008,
9 9 4! 9 41\ 9 3119

Luego f(n/9)=0.121+ 0.003

d) f(n/9)zl

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.LI.T.G.C. 135




FORMULA DE TAYLOR

82.- Dada la funcion f(x) = xe™, hallar el grado del polinomio de Maclaurin de
la funcion f(x) necesario para aproximar 1/e con un error menor que 10-4.

Solucion

Para estimar el error utilizando la acotacion del resto de Lagrange, hemos de hallar la expresion de
la derivada n-ésima. Para ello calculamos las primeras derivadas de xe™ con objeto de obtener la ley
de recurrencia

n "(x)
0 xe
1 (1-x)e™
2 (x—2)e™
3 (3-x)e™
4 (x—4)e™
n (=D" (X—n)e"X
El valor pedido 1 xe " = corresponde a x=1.
e
_ ensny, (X a)m1 Foh) (X a) £oh) (1 O)n+l
E(x)=[R, (x)|=|f (C)—(n+l)! <mi (c)| i mix (c)| <0.001
fn+1)(c)| _ |(_1)n+1 (C _(n + 1))6_0 _ n+ lc— C
e

Por otro lado, en el intervalo [0,1], la derivada de orden n+1, en valor absoluto, alcanza el valor

maximo cuando ¢=0, ya que todas son funciones decrecientes, |f n+1)(0)| =n+1.
La expresion del resto queda:
n+l
E(1) < max f“+”(c)| (l 0) B 0.001
)! (n+1)! n!
Grado Error
5 [
5! 120
6 11
6! 720
7 1 1
7! 5040
8 RN <10
8! 40320

Luego, se necesita un polinomio de grado m=8§ o superior.
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FORMULA DE TAYLOR

83.- La medida del radio R de la base de un mastil ha dado 14 cm con una cota
de error de 0.25 cm.

a) Usar diferenciales para aproximar el maximo error porcentual posible cometido
al calcular el drea de la base del mastil.

b) Estimar el mdximo error porcentual posible en la medida de R para que el
error cometido al calcular el darea no supere el 1%.

Solucion

a)
S=nR?’, R=14cm, dR <025cm
AS~dS =S’ (R)dR=2ntR dR<2 = 14 (i0.25) ~+21.99 cm’

+
%S == 2114'299 ~ 10.036 = Error porcentual al calcular el area <
T
b)
AS

?S 0.01 < AS<nl4°0.01~6.16

AS~dS=S"(R)dR=2 tR dR=2 n 14dR < 6.16= dR< 26'112z
T

d?R < % ~ 0.005 = Error porcentual al medir el radio <

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 137




FORMULA DE TAYLOR

84.- a) Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 de la funcion f( ) = cos’ x en

T - N . .
el punto a = 2 utilizar el polinomio anterior para calcular un valor aproximado

d 211.1. %1,
et

b) Acotar el error cometido en la aproximacion anterior.

Solucion:

T
a) El polinomio de Taylor de tercer grado que aproxima la funcién cos®x alrededor del punto X = Z

es: f r = cos’ r =l;
4 4) 2

f'(x)z—Zsenxcosx:f‘(%j=—l ;
f"(x)=2-4cos’x = f"(%j =0;

f"(x)= 8senxcosx = " = | =4 =
4

4.
r 3
[ 115 |~ T | cos?[ 112 ]2 _lom 2fmy :
4 I 44| 2 40 3140

b) La estimacion del error la obtenemos a partir del calculo del resto de Lagrange del polinomio de

s

oeor (1125 03|

4
= sen| — |~
‘ 41 ‘ 7680000 (20)

grado 3.

como f"(c)=16cos’c—8 es creciente en [g,l.lg}

E(x)=[R,,(x)|=

= cos’ (1.1%) =0.4217831+£0.000002
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FORMULA DE TAYLOR

85.- Obtener un valor del nimero e con un error inferior a una millonésima.

Solucion:

La formula de Maclaurin de la funcion f(x)=¢* es:

2 3 X4 Xn n+l
e =l+X+—F—F—F .+ —+ e con c€(0,x)
21 31 4! n!  (n+1)!
Acotacion del error:
n+l
E(x) =|R_(x)| =™ (c)—=
x)=[R, (%) ()(n+1)!
n+l) 1n+l | c 1 1 1 1 -6
E() =R, D)|=|""(c) =e <e <3 <10°=>n=9
(n+1)!| (m+D!e<t (n+1)!e< (n+1)!

Calculamos el polinomio de Maclaurin de orden 9 y sustituimos el valor de x por 1:

2 3 4 9
e=¢' =1+1+1—+1—+1—+ ..... +%z 71828

2! 3! 4!
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FORMULA DE TAYLOR @

Solucion:

Para todo x € (—1,1) se verifica
I+x

f(x)=ln(:)=ln(1+x)—ln(1—x)=T3 [In(1+x),a=0]-T,[In(1-x),a=0]

T3[ln(1+x);a:0]:f(0)+f(0)X+f (0)X2+f (O)X3:>
1! 2! 3!

=T, [ln(1+x);a=0]=0+x—%xz+%x3.

T3 [11’1(1 — X);a = O] = f(O) + f'l(?) X+ f"z(?) X%+ f ';('0) x>

1+x 2
f(x)=1n(:jo3 [In(1+x),a=0]-T, [1n(1_x),a=0]=2x+§X3

Como lnGﬁL—Xj=ln3:>x =%:

Donde el error cometido, evaluado por el método de Lagrange, seria

48c(cz+1)
Bt v
an{lnH—X,a:O]}‘: (c+1) (c—1) X s|100l43
1-x 4l | 41 2
o<c<1/2
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FORMULA DE TAYLOR

87.- Dada la funcion f(x) = In(x * 1), se pide:

e) Calcular la derivada n-ésima de f(x).

f) Escribir la formula de Taylor en el punto a=1.

g) Acotar el error cometido en el cadlculo de In(1,1) utilizando el polinomio de
grado 3.

h) Calcular el grado del polinomio minimo necesario para obtener un valor de
In(1,1) con un error menor a 10-6

Solucion:

a) Calculo de las derivadas n-ésimas de f(x)=In (HTX)

f'(x)= 1 ; Fr(x)=—(1+ x)_2 ; £(x)=2(1+x)7; V(%) =-231+x)"; £V (x) =234(1+x)7;
(1+x)

Se calcula la derivada de esta expresion y se observa que su valor es el mismo que el que se obtiene
al sustituir n por n+1

£ (x) = (=1)*n!(x +1) """
b) Célculo de la formula de Taylor en el punto a=1.

Calculadas las derivadas hasta el orden n se puede escribir la féormula de Taylor

' " m n)

f(x)= f(l)+w(x —1)+m(x—l)2 +m(x -1y’ +...+m(x—1)n +R, (x)
I! 2! 3! n!
y _y % 1)n—l (n —nl)'

f(x)=0+42 (x D+ 2 () A2 (x-D)"+R,(x) =
n

(=1)"n!
n+l) 1n+1 _1\n 1\l
Siendo Rn(x)zw(x—l)“HZ&(x—l w1 = (x=1) concel[l,x] o ce[x,1]
n+1)! (n+1)! (c+1)“ n+1

¢) Calculamos ln(l,l) utilizando el polinomio de grado 3

f(x)=1n (Xglj 1n(1,1):>XT”=1,1:>x+1:2,2:>x:1,2

£(12)~ ;

El error cometido, seria
31
(c+ 1)

(x—-1)* conce[lx]

n=3 (X)|
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FORMULA DE TAYLOR

4
R, (1.2)| <max _—14(1.2—1)4 = L4 , para un cierto valorde ¢, 1 <c < 1.2
el 4 (c+1) 4(c+1)
Una cota del error podria ser
1) 4
Error:|Rn_3(l.2)|Smdx% 1.2—1)4S 1 . 0.2430'24 =
cell,1.2] (c+1) 4 1+1)*4 42

d) El polinomio de grado 3 no es suficiente para obtener la aproximacion con error menor que 107,

| (1) sl 0%
E =1.2)=|R _,(1.2)|< ——(1.2-1) £—0.2°< =210" <10
ITOr(X ) n:4( )| ?e}l%;(] (C+1)5 5 ( ) (1+1)55 525 }g
6 6
Error(1.2) =|R,_;(1.2)| cmix 22 <02 507 <10

cell,1.2] | 6(1+ 0)6 | 620

Es suficiente el polinomio de - para obtener un error menor que 107
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Solucion:

a) Calculamos los valores de f(0) y f ’(0) para sustituir en la formula de Maclaurin
T, [f(x).a=0]=£(0)+F'(0)x.
f(0)=sen(0)+cos(0)=1; f'(x)=cosx—senx = f'(0)=1.

por tanto

b) fﬁS"):f(ﬂJzP[l):H_l:13.1416 _
10 10 10 10
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Solucion:

a) Formula de Taylor de f(x) = eV
P00 =T, [0 =1+ R, (0 =+ (1) + ) o1y’ &( _1y

+%(x- 1)}, cona=1<c<xdbienx<c<l=a
Calculamos el polinomio de grado 3 en a =1y el resto de Lagrange correspondiente
n f V(x) f (1)
0 VX e
1 1 & e/2
Te
2 Jx -1 G 0
Wy
3 x=3x+3 5 e/8
Csx
4 (x3’2—6x+15\/§—15)e&
16vx

“1) (X -3x3+27x+23
T"=3[f(x)’a:1]=e+%(x_1)+§(x3!) - ! 43 )
4 {C§—6C+15\/E—15J \

R;(x )—m( )=t (x-1)

41

7
16¢2

La férmula de Taylor pedida es:

conl <c<xd6x<c<l

1
b) Valor aproximado de e\f2 , para ello, sustituimos x =% en el polinomio

- (7))

48

¢) Calculo de una cota superior del error cometido:
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FORMULA DE TAYLOR

3
(cz —6c+15\/g—15J
= max|e -
x:E, 5<c<1 1605

-]

4 (X_1)4 L et -
£(0) | <mix|f(c)

E(x)= |Rn=3 (X)| =

Hallamos un valor mayor que la derivada cuarta de f(c) cuando ce(1/2, 1).

+10 O

0.5 1

Observamos que f¥(c) es decreciente, por tanto, una cota se obtiene para c=1/2

Asi pues, una cota del error es:
(AN Y
eyl Gy
9 = <11 ~
2 ‘ 41 ‘ 41

4
| 5]
E(Ej < méx|f H (c)| ~= = , es decir,

2
l<c<1 4 '
2

menor que 3 centésimas.
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e FORMULA DE TAYLOR

90.- Dada la funcion f(x) = RiN se pide:

Jx

a) Escribir la formula de Taylor de la funcion f(x) para n = 3 y a=1.

b) Hallar el valor aproximado de % , con el polinomio obtenido en a)

¢) Hallar una cota del error cometido en b).

Solucion:
a) La formula de Taylor de f(x) = % paran=3ya=l1 es:
X

£"(1) £¥(c) 4
3 &b

I<c<x 6 x<c<lI
Calculamos el polinomio de grado 3 en a =1 y el resto de Lagrange correspondiente

f(x)=T,,(f(x),a=1)+R, _,(x)=f(1) +%(x -1) +%(x 1)+ (x-1)° +

n () (1)
0 1
Jx
1 B 12
2Wx*
2 3 Y
wx®
3 E _15/8
8/x7
4 105
163x°

_1\2 _1)3 _ 2 _ 3
Tn=3[f(X),a=1]=1—1(X—1)+§(X )" I5(x-1 :35 35x+21x" -5x :
2 4 2 g8 3! 16
-t 105 ,, (x-1*
R _(x)=f"(c (X—z—c M
=) =17(c) 4! 16 4!
La formula de Taylor pedida es:
_ 2 3 _1\4
f(x)=35 35x +21x° —5x +Ec_9,2(x 1)
16 16 4!

conl <c<xox<c<l

b) Valor aproximado de para ello, sustituimos x =2 en el polinomio

1

\/5:
2 3

P3(2)235—35~2+12612 -5-2' _ .

¢) Célculo de una cota superior del error cometido:

f4)( )( ) (x— )4

E(x)=[R;(x)|= < r(nax|f“>(c)|

ax|*(c)|

X= 2 1<c<2

2- 1)‘

Hallamos un valor mayor que la derivada cuarta de f(c) cuando ce(1, 2).
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FORMULA DE TAYLOR

0.5 1 1.5 2

Observamos que f¥(c) es decreciente, por tanto, una cota se obtiene para c=1.

Asi pues, una cota del error es:

4 4 4

E(2)< r;lfjl(|f4)(c)| (2 ;!1) — |f4) (1)||(2 ;!1) I <7 (2 ;!1) ~ , es decir, menor que 3

décimas.
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FORMULA DE TAYLOR

91 .- La medida del lado L, de un cristal cuadrado es de 28 cm con una cota de
error de 0.5 cm.

a) Usar diferenciales para aproximar el mdximo error porcentual posible cometido
al calcular el drea del cristal.

b) Estimar el mdximo error porcentual posible en la medida de L, para que el
error cometido al calcular el darea no supere el 1%.

Solucion:

a) S=L% L=28cm;dL<0.5
AS ~ dS=2-L-dL < 2-28+(0.5) ~ +28 cm’.

+
A?S = 5228 ~ +0.036 = El error porcentual al calcular el area del cristal es
b)
AS

?S 0.01= AS <28%:0.01=7.84

AS~dS=S'(L)ydL=2LdL=228dL<7.84= dL<0.14cm
dTL < 02_184 =~ 0.005 = El error porcentual al medir el lado < 0.5%

El error porcentual al medir el lado es < 0.5%
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FORMULA DE TAYLOR

92.- La medida del lado L de un cubo o exaedro regular ha sido 14 cm con una
cota de error de 0.25 cm.

a) Usar diferenciales para aproximar el mdximo error porcentual posible cometido
al calcular el volumen del cubo.

b) Estimar el mdximo error porcentual posible en la medida de L para que el
error cometido al calcular el volumen no supere el 1%.

Solucion:

a) V=L%, L=14cm, dL<0.25
AV = dV=3-L*-dL < 3-14%(+0.25) ~ £147 cm’.

+
% = _11;7 ~ 1£0.054 = El error porcentual al calcular el area del cristal es
b)
AV

TS 0.01= AV <14°-0.01 =27.44

AV ~dV =V (L)dL = 3*-dL = 314*dL < 27.44 = dL < 0.046¢cm

dL < 0.046
L

El error porcentual al medir el lado es < 0.4%

<0.004 = El error porcentual al medir el lado < 0.4%
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FORMULA DE TAYLOR

93.- La medida del drea de una pieza circular ha sido 25 cm? con una cota de

error de 0.3 cm2,

a) Aproximar, mediante diferenciales, el porcentaje del error propagado (cota)
cuando calculamos el radio de la pieza.

b) Estimar el maximo error porcentual admisible en la medida del drea para que
error cometido al calcular el radio no supere el 1%

Solucion:

a) S=nr’= r=\/E,S=2SCm2, dS<0.3
pa

1 1 1 1
Ar =dr = ds < +0.3)~ 0.01693 cm.
Jr 2ds T Jm 225 (20.3)
+
Ar = £0.01693 ~ £0.006 = El error porcentual al calcular el area del cristal es
r  2.82095
b)
AS

?S 0.01= A8 <250.01=0.25

AS ~dS =2-7wrdr=23.142.82095dr <0.25=dr <0.0142cm
dr < 0.0142

r o 2.82095
El error porcentual al medir el radio es < 0.5%

<0.005=

OTRA FORMA:
S — 2
S=nr’=r=,—, S=25cm? dS<0.3
T
Ar = dr ! ;dS
Jr 248
A \/L \1/7 a5 1dS 103
A _NEIWNS 4 00 +0.006 = El error porcentual al calcular el area del
r Js 28 225
Jr
cristal es
Ar 1AS 1

b) —=———-<-0.01=0.005
r 285 2

|El error porcentual al medir el radio es < 0.5%
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FORMULA DE TAYLOR

94 - Calcular con 3 cifras decimales (exactas) las siguientes integrales utilizando
polinomios de Maclaurin de la funcion integrando como infinitésimos equivalentes e indica
el menor grado del polinomio necesario
0.1 sen(x
| ) 4 ;
0 X

0,1 2
I e dx
0

Solucion:

- . : . senx :
El proceso que utilizaremos es hallar polinomios sucesivos 7, | ——,0 | como integrando y
X

calculando la integral correspondiente hasta que la tercera cifra decimal quede constante.

. . . . senx
Observamos los sucesivos polinomios de Maclaurin que son pares por ser
X

una funcién par.

2
[ v sen(x) oo jO’l 1—X—J dx =0.099]9444444
0 X 0 6
2 4
joo’l Sen(X) 4 j:’l 1—%+1’;—0J dx =[0.099]94446111
X
0,1 Sen(x) 0,1 x? x4 X6
j dxzj LA dx =0.099]94446110
o x 0 6 120 5040

Como vemos basta usar el polinomio de grado 2 para obtener la aproximacion pedida.

2 .y .
Se utiliza el mismo procedimiento para la funcién e , casualmente también es par, y se obtiene:

joo’l e dx~ jOO’l (1-x*) dx =[0.099]66666666

4
j:’l e dy~ J.00’1£1 Xt %} dx =[0.099]66766666

0

4 6
| e gy j(“ 1=+ =% | v =[0.099]66766428
0 2 6

También basta usar el polinomio de grado 2 para obtener la aproximacion pedida.
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95.- La clotoide es una curva (plana) de enlace de vias de comunicacion cuyas
2

s
x = [gcos —ds
3 4 . 2 ’
ecuaciones parameétricas son az , donde a es el parametro de la
s s
y = Josen—;ds
2a?

clotoide y s es la longitud del arco.

Las integrales que las definen no admiten primitiva por lo que se aproximan
utilizando polinomios de Maclaurin para las funciones integrando. Se pide obtener
unas ecuaciones para a=1/2 con cuatro términos no nulos.

Solucion

2
x=[ycos—ds = [; cos(2s )ds
Para a =1/2, 2a* ,
§2
y=|,sen—;- ds = [ysen|2s” |ds
fosen——ds = [ysen(25)

Como sabemos la funcidon coseno es par y la funcidén seno es impar por lo que sus polinomios de
Maclaurin van a tener términos nulos, utilizando Derive observamos que para conseguir 4 términos
no nulos hemos de utilizar polinomios de grado 12 'y 14 respectivamente:

12 . 0 9
2s s y ];1:14[sen(2sz),0}=2sz—4s +4s _8s
3 45 3 15 315

Tnzlz[cos(2sz),0} —1-2s*

Sustituyendo en las integrales:

8 4.2 5 59 43
2 2 4
x=jgcos(2s2)dszjg mogt b B AT g B .
5 27 585

455 4510 gt 255 457 45!l g
= [Ssen(2s? |ds ~ [*| 25% — + — ds = - + —
y=lysen(25?) IO( 3 21 165 4725

Hemos obtenido unas ecuaciones paramétricas de la clotoide con una aproximacién adecuada para
la construccion de curvas en vias de comunicacion.
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96.- Construido un deposito esférico para almacenamiento de liquidos, se le pide
a un topdgrafo que estime con la mayor precision posible el volumen que puede
contener. El topografo mide el radio R de la esfera que resulta ser de 11,35 m.
con una cota de error estimado dR < 20 cm.

a) Apligue el concepto de diferencial para aproximar el error propagado

(porcentual) cometido al calcular el volumen V del depésito.

b) Estimar el maximo error en la medida de R, para que el error propagado al
calcular el volumen no supere el 3%.

Solucion:

a) R=11,35+0.20, es decir, se toma como valor aproximado R = 11.35 m. y la cota de
error, |dR|< 0.20 m, nos indica que el verdadero valor de R estd entre 11.15 y 11.55 m.

Este error de R se propaga al calcular el volumen del deposito:

4 4 i
V=—-nR =-n1135=6124.578336 m’.
2

2

Para obtener una cota del error AV se usa la diferencial AV = dV
4 7 g
dV=V' (R)dR= -7 3R“dR =41 R"dR
J

El error propagado porcentual es :

dav ATt R*dR 3dR 30.2
€ pore <1005 = 100——2= — 100222 — 1 00——= ~ 5.286 < 5.3%.
% 4 3 R 11.35

J

Luego el error propagado en porcentaje es

. . . C ., ar
b) Se pide estimar dR para que impone la condicion de que e e 100? <3, luego:

pore
At R? 3 3 35
1009V _1002= R AR _1003R 3 g 3R 113551135010
14 4 3 3100 100
T11:R
]

Por lo tanto, la cota de error al medir R no debe superar los 12 cm, es decir |dR|
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97.- Para el control de calidad de una pieza cilindrica de un cohete, con la
medida de la altura igual al diametro de la base, se le pide a un topografo que
mida el radio R de la base con alta precision y el resultado es de 6,14m. con
una cota de error dR < 6 cm.

a) Usar diferenciales para aproximar el maximo error propagado cometido, en
términos porcentuales, al calcular el volumen del cilindro.

b) Estimar el maximo error porcentual posible en la medida de R para que

el error cometido al calcular el volumen no supere el 1%.

Solucion:

a) R=6,14 + 0.06, es decir, se toma como valor aproximado R = 6.14 m. y la cota de
error, dR=0.06m, nos indica que el verdadero valor de R esté entre 6.08 y 6.2 m.
Este error de R se propaga al calcular el volumen del depdsito:

V=1 R22R =21 RS =21 6.14° ~ 1454.403737m°.

Para obtener una cota del error AV se usa la diferencial AV =~ dV

dV =V’ (R) dR= 27 3R%dR = 61 R

El error propagadoporcentual es:

dR

- 100”;—I _ 10087 R7AR _ 1 0039R _ 100 ’001(:6 -

on R

€porc 2.93159609 < 3

Luego el error propagado en porcentaje es

b) Se pide estimar 10 R pore =~ 100 0: <3, luego
1000;—;—100 3dR <l= lOOdFR<i=O 3333<0.34%
2

Por lo tanto, la cota de error al medir R no debe superar [0.34% de la medida de R.
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98.- Dada la funcion f(x) = e* + 4arctg(x). Se pide:
a) Si es posible, hallar el polinomio de Maclaurin de f de grado 3.

b) Calcular de manera aproximada el valor de e + n utilizando el polinomio
anterior.

c) Calcular una cota del error cometido en la aproximacion del apartado
anterior.

d) cDe qué grado deber ser el polinomio de Taylor en a = O utilizado para
calcular f(0,1) y poder asegurar que el error sea menor de una cienmilésima?

Solucion:
a) Calculamos el polinomio de grado 3 en a=0 y el resto de Lagrange correspondiente:
n f V(x) f (0)
0 e* + darctg(x) 1
1 coa 21 5
x +1
2 o4 2x : 1
(x2 + 1)
3 2(3x* 1) -7
ex + 4'—3
(X2 + 1)
4 . 96x(x*-1)
e - ﬁ
(X +1)
Polinomio de Maclaurin:
' " m 2 3
T _[f(x),a=0]=1(0)+ f 1('0) X+ fz(?) X+ f 3('0) = lesx 172

Resto de Lagrange:

f‘”(c) = o 96C(C2 —1) x*

Rn=3(x): 4! (C2+1)4 z

b)
f(x)=e" +4arctg(x)=e+n=>x=1

3
f(1)~1+5~1+1-12—7%:—z 5,3
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96¢ (02 - 1)

(c2 +1)4

¢) Observando la derivada cuarta en valor absoluto: |f 4)(c)| =le‘ —

El maximo se alcanza en un punto intermedio y su valor es inferior a 21:
Luego una cota del error puede ser:

R, (x)=

4
£211—:
4!

(X a)n+1 0)4

£+ © (x— a)n+l )

(n+1)!

E(x) =

max

[ax

fn+1)(c)‘

f“(e)\

0<c<l

=0
=1
=3

0,875

f(l)=e+mn~5,333 +£0,875

4) 96¢c(c* —1) | x*
) [ 96e(e 1) |x

d) Siconsideremos n=3: R _,(x)= = — =
4! (CZ + 1) 4!

96c(c2 —1)

(c2 +1)4

0<c<0,1 resulta monodtona creciente y el maximo se alcanza en c=0,1 y su valor es inferior
all:
Luego una cota del error puede ser:

Observando la derivada cuarta en valor absoluto: |f K (c)| =le‘ — , pero ahora

B o cx=a o x—a)y o, [(0.1-0) | 0,1
E(x)=[R, (x)|=|f (c)—(n+1)! < méx|f ©) e méx |f (c)\‘ ‘_11 =
n=3
=4,583333 107
) 96(5¢* —10c” +1) | x5
Si consideremos n=4: R _ (x):ﬂx5 = e+ ( ) x
n=4 51 2 1\ 51
: (c +1) :

96(5c4 ~10¢> +1)‘

(c2 +1)5

ahora 0<c<0,1 resulta monétona decreciente y el maximo se alcanza en ¢=0 y su valor es
inferior a 100:

Observando la derivada quinta en valor absoluto: |f : )(c)| =le‘+

, pero

Luego una cota del error puede ser:
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£+ (x— a)n+1
©)| eenE

E(x)=

fn+1) (C) (X - a) ma i{

R, (x)|= W‘ <mé

a=0 0<c<0 1

n:4

=8,3333 10°°<107. La respuesta es .
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Solucion:

V=iﬂ'7‘3 :>d—V=47rr2£=4ﬂ102£=100:>£=iz_
3 dt dt dt dt 4r
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Polinomio de Maclaurin de grado n de f

Dada una funciéon y=f(x) con derivadas hasta un cierto orden n en un punto a,
se denomina polinomio de Taylor de grado n de f en a:

P (x) = f(a)+@(x—a)+w(x—a)2 +...+w(x —a)"
I! 2! n!

Para el valor concreto de a=0 el polinomio de Taylor se dice Polinomio
de Maclaurin:

n k)
T, [f(x),0]= Z%xk
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Acotacion del error

r

fn+l)(C) i |(X—a)n+l Sk|(X_a)n+1
(n+1)! eefa.x] | D! || (D! |

Podemos aproximar una funcion, f(x), que cumpla el teorema de Taylor, por un
polinomio P(x) en un entorno de x=a con la precision deseada sin mas que tomar n

_ n+l
suficientemente grande ya que para cada x fijo, lim% _
n—>o (n+])!

] =]

E(x) =|f(x)-P(x)| = (x—a)™"!

£+ (C)‘
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Funcion impar

Funcion, que a valores opuestos de la variable, hace corresponder valores también
opuestos. Su grafica es simétrica respecto al origen de coordenadas.

f(—x) f(x) simétrica respecto el eje OY (Funcion par)
—X )=
- f(x) simétrica respecto el origen O (Funcidn impar)
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Funcion par

Funcion, que a valores opuestos de la variable, hace corresponder los mismos valores. Su
grafica es simétrica respecto el eje de ordenadas.

F(—x) f(x) simétrica respecto el eje OY (Funcion par)
—X) =
- f(x) simétrica respecto el origen O (Funcion impar)
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Esfera

Esfera: solido terminado por una superficie curva cuyos puntos equidistan todos de
otro interior llamado centro.

Area = 4nr?

Volumen = %nﬁ
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Resto de orden n de f (x) en a

Sea f(x) una funcidn para la cual existe el Polinomio de Taylor de orden n en el punto a, se
define resto de orden n de f (x) en a:

R, [f(x),a]=f(x)-T, [f(x),a]=

fn+l)(c)
(n+1)!

(X _ a)n+1

con a<c<x ¢ x<a<c expresion que se

conoce como el resto de Lagrange o término complementario.

¥
y=T()
Ta(f(x).a)
X=a Xo ks
X
@ VIDEO EXPLICATIVO
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Clotoide

La clotoide o espiral de Cornu o espiral de Euler o espiral de Fresnel

Es una curva plana en forma de espiral doble, con simetria central cuyo radio de curvatura

disminuye de manera inversamente proporcional a la distancia recorrida:
p-s=a

p es el radio de la curvatura;

s longitud de la curva o distancia recorrida

a parametro de la clotoide @/

Ecuaciones paramétricas de la espiral de Cornu
X'(t)*+y'(t)*=sen’(t*)+cos*(t)=1
que nos lleva a unas primitivas desconocidas:
Integrales de Fresnel

x(t) = Lt cos [;T;st

y(t) = J.Ot sen (;sz}ds

"Cloto era una de las tres Parcas que hilan el destino de los hombres"
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Diferencial

e Diferencial de una funcion f en un punto a es la aplicacién lineal:
df(a):R >R
x —>f'a)-x
Suele denotarse dx a la variable de la aplicacion lineal diferencial. Sera, por tanto,
una funcion de dos variables a y dx.
df(a)(dx)=df(a,dx)=f ’(a)dx
e Se dice que la funcion z=f(x,y) es diferenciable en el punto Py(xo,yo) si y

siendo f derivable en a.

solo si su incremento total en dicho punto (al pasar del punto P, a P) se

puede escribir en la forma :

A7 =1063) = £, y) = 5P = o)+ £ (Po)y o)+ O(9)

ox
. - . o,y .
siendo v=PyP=(x—x(,y—yo) ¥ O(¥) un infinitésimo de orden mayor que [V|
Se llama diferencial total, o simplemente diferencial, de una funcion

z=1(x,y) y se designa dz, o bien, df a la expresion.

%
dz=Lax+ @dy = Vf-(dx,dy)
ox oy
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Ecuaciones paramétricas

Ecuaciones en las que intervienen parametros.

e Ecuaciones paramétricas de una curva plana son ecuaciones de la forma
x=x(t), y=(t) donde el pardmetro t recorre los valores del campo de
existencia.

e Ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial son las coordenadas de
un vector del subespacio vectorial como combinacion lineal de los vectores
de una base.

e Ecuaciones paramétricas de una recta:

En el plano: siendo P(xy,yo) un punto cualquieray v=(v,,v,) un vector director.

X =X, +1tv,

Y=Y, +tv,

En el espacio: Siendo P=(p;,p,,p;) un punto cualquiera y v=(v,,v,,v,;) un vector

Ecuaciones paramétricas de la recta: {

director de la recta.
X, =p, +tv,
Ecuaciones paramétricas: {x, =p, + tv, .

X; =Dp; +tv,
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Formula de Taylor

Sea f(x) una funcidn derivable hasta el orden n+1, con derivadas continuas hasta el orden n en un
entorno del punto a, entonces, existe ¢ € (a,x) tal que:
fn+l) (C)

(n+1)! (x=2)™

f(x) =f(a)+@ x—a)+w x—a)’ +..+ () (x—a)" +
1! 2! n!

con a<c<x 0 bien x<c<a
Formula de Maclaurin

Sea f(x) una funcion derivable hasta el orden n+1, con derivadas continuas hasta el orden n en un
entorno del punto a=0, entonces, existe ¢ € (0,x) tal que:
’ " n) n+l)
O 10 5 0 o O

f(x)=1(0)+ BT X+ + X con a<c<x 0 bien x<c<a

2! 7 n! (n+1)!
Si a=0 en la féormula de Taylor se obtiene la férmula de Maclaurin:
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