3

Integrales
1.- Calcular las deriva%; de las siguientes funciones:
a) F(x) = _[: e '(sent + cos t)dt b) 6(x) = _[: senx cos tdt .

Solucion

2. a) Estudiar la convergencia y, cuando sea posible, calcular las siguientes
integrales:

1 dx 3 dx

1 %2 .L W

b) Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular el valor de la integral y el

’ s x . .
drea encerrada entre la funcion f(x) = ——— vy el eje de abscisas (OX) en
V4 - X

el intervalo [-2,2].

Solucion

3.- Hallar el drea de la region contenida entre las curvas:
1 1

e 1 T e

a) En el intervalo [2,3]
b) Para x >3

Solucion

11
4 - Calcul -, =
alcular B[z'z)

Solucion

5.- Andlizar el caracter de las siguientes integrales impropias

» Senx
G)L Sip dx conp >0 b)_[1 " dx

Solucion
6.- Dada la funcion f(x) = 2x1 - x* se pide:

a) Area encerrada por la funcion y el eje de abscisas

© SenX Cos X
3

S 1
C)Io m dx

b) Volumen engendrado al girar la curva alrededor del eje de abscisas

Sollicion

7.- Hallar la longitud de las siguientes curvas, dadas en coordenadas polares.
a) r? = 3sen(2a)
b) r = 2sen(3a)

Solucion
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Integrales
x(t) =3+ 2cost

8.- Calcular el drea encerrada dentro de la curva
y(t) = 2 + Bsent

Solucion

9. Dos alumnos de la Escuela sostienen una cinta por sus extremos, a la misma
altura. La cinta describe una curva que se denomina catenaria, y cuya ecuacion

es: y=c ch[%]

Calcular la longitud de la cinta hasta un cierto valor de la abscisa x.

4

S~

U\ |

oz
gl Solucion
10.- Un depésito esférico de 50 m de radio esta al 21,6 % de su capacidad
¢Cudl es la profundidad del agua?

Solucion

11.- Hallar el volumen del sdlido cuya base es la region limitada por el eje x y el
arco de curva y=senx entre x = 0 y x = © y cuyas secciones planas
perpendiculares al eje x son cuadrados con base en la region.

Solucion

12.- Calcular la longitud y el drea encerrada por la curva:
cos(1)[2 — cos(21)]

x(t) = 2
_ sen(t)[2 + cos(2t)]
y(t) = 2

Solucion

13.- Dada la hipérbola x*> — y*> = 1. Hallar:

a) El drea encerrada por la hipérbola y la recta que pasa por su foco de abscisa
positiva.

b) El drea encerrada por la hipérbola y su asintota siendo x > 1.

c) La superficie de revolucion del casquete hiperbdlico formado al girar la

hipérbola respecto del eje X siendo x e |:1, \/E:I

oz

Solucion
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Integrales
x(t) = a(t - sent)
y(t) = a(l - cost)’
a) El drea encerrada por la curva y el eje de abscisas.

b) La longitud.
c) El volumen engendrado por la rotacion del area encerrada por la curva

y el eje X alrededor del eje OX.

d) El volumen engendrado por la rotacion del darea encerrada por la curva

y el eje X alrededor del eje OY.

e) La superficie de revolucion del cuerpo formado al girar un arco de la cicloide

respecto del eje X. -
Solucion

15.- Para la cardioide de ecuacion r =1 + cosa. Se pide:

a) El drea encerrada por la curva y el eje de abscisas.

b) La longitud.

c) El volumen engendrado por la rotacion del drea encerrada por la curva y el eje

X alrededor del eje OX.

d) La superficie de revolucion del cuerpo formado al girar la curva respecto del eje

X.
SoE

16.- Determinar la curva que pasa por el punto (4n%,1) y cuya pendiente, en

Ccos \/;
\/; .

Solucion

2
17.- Hallar el valor de p que cumpla que If(x) dx=2u, siendo
(o]

14.- Para un arco de cicloide { Se pide:

cada punto (x,y), tal que x>0, es

si 0<x<1

sil<x<?2 ¢Existe algin punto c del intervalo [0,2] tal que

3
f(x)={5

f(c)=p? cContradice esto el teorema del valor medio integral?

Solucion

18.- Dadas las funciones f(x)=sen(2x) y g(x)= tgx, se pide:

a) Hallar los puntos de interseccion de dichas funciones entre -n/2 y n/2.

b) Hallar el drea de la region limitada por dichas funciones entre los puntos de
corte hallados en el apartado anterior.

Sollicion
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Integrales
i x® + 3x% - ‘e .
19.- Dada la funcion f(x) = . 2 cue grafica es la de la figura, se
pide:
14

a) Calcular el drea encerrada por f(x), x = -2 y el eje Y.
b) Calcular el drea encerrada por f(x) y el eje X en el intervalo [-1,0].
c) ¢Como podrias calcular el drea encerrada por f(x) y la recta y =1 en [2,0)?

Solucion

20.- Andlizar, aplicando algun criterio de convergencia el caracter de las
integrales siguientes:

b)j (1+x X dx .

@@H@J@ on

2

-3
21.- Para la funcion f(x) = [1 + %] , determinar:

a) El drea encerrada por la funcion y el eje de abscisas.
b) El volumen generado al girar el recinto limitado por la curva y = f(x) y el eje

de abscisas alrededor de dicho eje.

Solucion

22.- Calcular la longitud de una elipse de semiejes 3 y 4.

Solucion

23.- a) Hallar el drea limitada por la curva y* =

R AL asintotas.

b) Hallar el volumen generado por la curva cuando gira alrededor del eje x, entre

Oy 1/2. -
SoE
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Integrales
24 .- Una vaca estd atada a uno de los vértices de un prado de forma cuadrada
de lado 10 m. Sabiendo que la longitud de la cuerda es 12 m, calcular la
superficie de hierba que puede comer la vaca.

Solucion

25.- Un faro tiene forma de espejo parabélico como el de la figura. Sabiendo
que el material reflectante del faro tiene un precio de 10 euros/m?, hallar el
precio de dicho material para a=0,15m.

y=+ (4ax)
\1

Solucion

26.- Calcular la superficie y el volumen encerrado por las siguientes figuras

geométricas:
a) Esfera
b) Cilindro recto de radio R y altura H
c) Cono recto de radio R y altura H
d) Tronco de cono recto de radios R1 y Rz y altura H

Solucion

27 .- a) Calcular el volumen del sélido de revolucion engendrado al girar la region

y=x*+2

limitada por las funciones { alrededor del eje de abscisas.

y =X+

r = /8sen(2a)

planas. Calcular el drea comin a ambas en el primer cuadrante

Solucion

28.- Hallar el drea comin a los circulos r=2 cos(a), r=1, r=2 sen(a)

Solucion

b) Sean { las ecuaciones en coordenadas polares de dos curvas

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.



Integrales
29.- Hallar:

a) Longitud total de la curva, dada en coordenadas polares, r = sen’ (%)

b) Area de la superficie de revolucion obtenida al girar, alrededor del eje de
abscisas, la curva de ecuaciones paramétricas:
x(t) = e'cos t
() R par‘a're[o,f }
y(t) =e' sen t 2

2 2

c) Area limitada por la elipse % + % =1.

Solucion

1 1
30.- Caleular [ (1-x)z x 2dx

Solucion

31.- a) La base de un sélido es la region comprendida entre las pardbolas

x = y? , x = 3-2y2. Hallar el volumen del sélido sabiendo que las secciones
perpendiculares al eje son tridangulos equildteros.

b) Hallar la longitud del primer lazo (en el primer cuadrante) de la curva r = 2

sen (3a)

. . . . © 1
c¢) Analizar, sin calcular, la convergencia de la integral I onx
X

1+ x)
oz
Solucion

32.- Dada la curva plana y?=(2-x)3/x (cisoide), se pide:
a) Longitud del arco de curva para x € [1,2 ]
b) Area de la regién comprendida entre la cisoide y su asintota.
c) Volumen que engendra la region comprendida entre la cisoide y su asintota al
girar alrededor del eje de abscisas.
d) Area de la superficie de revolucién para x e [1.2].

SoE

33.-a) Hallar el drea de la porcion de esfera generada al girar, en torno al eje

y. la gréfica de la funcibny = V9 - x> en 0<x< 2.
b) Hallar la longitud de arco de la curva dada por las ecuaciones paramétricas

x(t) =Int )
, enelintervalo 1 <t<2
y(t) =t
c) Estudiar, sin calcular, la convergencia de la integral I 03 o 1 ox dx .

Sollicion
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Integrales

. x = a cos’t
34.- Hallar el perimetro de la curva s
y = a sen’t
oz
Solucion
. L e’ + e
35.- a) Hallar el perimetro del recinto limitado por la curva y = — Y la

recta y=1.
b) Hallar la longitud de las siguientes curvas:

o cardioide x = 2sent — sen(2t)
y = 2cos t — cos(2t)

o espiral r=e® para a<0O

SoE

36.- Estudiar la naturaleza de la siguiente integral en funcion de los valores de p

b dx
_[ ——— y calcularla cuando sea convergente.
*(x-a)

SoE

37.- a) Hallar la longitud del arco de curva dada en polares r=4+2sec(a) en el
intervalo [2n/3, 4x/3].

b) Hallar el drea marcada en la figura que encierran las pardbolas:

y? =2(x+1/2); y?=4(x+1); y?=6(3/2-x): y24=4(1 -x).

Solucionl
cos a.
V1 - sena

de qué tipo es. A continuacion, calcularla aplicando la definicion.
b) Hallar el drea generada en la rotacion de la mitad superior de la cardioide
r =a(l-cos6) ,a € R, alrededor de su eje polar.

Solucion

38.- a) Estudiar si la integral _[05 do es impropia y, en su caso, decir
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s Integrales
39.- En cada instante t, la posicion de un movil viene determinada por las

coordenadas: x = a - cos® (gf ) y =a -sen’ (gt )

Se pide:

a) Longitud del camino recorrido por el movil entre los instantes t =0y + = 1.

b) Area de la superficie obtenida por la revolucién de la curva descrita por el
movil desde el inicio (+ = 0) hasta volver a la posicion inicial, al girar alrededor
del eje OX.

c) Volumen del sélido obtenido en el apartado anterior.

07
Solucion
40.- Calcular el drea delimitada por la curva r=cos@.
1 OvzZ
Solucion
41.- Calcular el volumen del elipsoide.
Solucion
42.- Hallar el volumen engendrado por la rotacion de la circunferencia
x2+(y-4)?=1 al girar alrededor del eje OX.

Solucion

43.- La curva r=a sen(2a) gira alrededor del eje polar. Calcular el volumen

obtenido. -
Solucion

44 - Hallar la longitud total de la curva dada por las ecuaciones paramétricas:
x = cos’ t
y = sen’t

Solucion

45.-Calcular la longitud del primer paso de la espiral de Arquimedes r = a® con

a>0.
Solucion

46.- Dada la curva r = 3cos(3a)
a) Estudiar el dominio de r.
b) Hallar el drea limitada por los tres lazos de la curva del enunciado.

Solucion

47 .- a) Hallar la longitud del arco de la curva:
Xx=cost+tsent
y =sen t - t cost
desde el punto (1, 0) hasta el punto (-1, =).
b) Redlizar una grafica aproximada de la longitud que se pide.
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Integrales
Solucion

48.- Dada la curva r? = 4 cos(2a). Calcular:
a) Dominio de r
b) El drea limitada por la curva dada (Explicar los limites de integracion)

Sollicion

49.- Se consideran las curvas cuyas ecuaciones en coordenadas polares son
r=+a y r =2(a — 1). Calcular:

a) El drea encerrada entre ambas curvas entre sus puntos de interseccion: el
origen de coordenadas y el punto de interseccion en el segundo cuadrante
b) Perimetro del recinto anterior.

c) Hallar el drea encerrada entre la funcion y el eje x entre O y =.

SoE

50.-Hallar la longitud del arco de la curva r = 1 + cosa (cardioide) que esta
situado en el primer cuadrante, respondiendo a los siguientes apartados:

a) Dibujar la grdfica de la curva dada y sobre la grafica resaltar la longitud L
del arco de la curva que esta situado en el primer cuadrante.

b) Indicar y explicar los limites de integracion.

c) Escribir la formula tedrica para calcular la longitud de una curva en forma
polar.

d) Solucion del problema.

Solucion

51.- Sea la funcion f(x) = senx - xcosx. Calcular aproximadamente el valor de:
a) El drea encerrada por f(x) y las rectas x = -n, x = n y el eje OX.

b) La longitud del arco de curva de la funcion y = f(x) entre los puntos (-n, -x) y
(n, =©).

c) La superficie de revolucion generada por el arco de curva anterior al girar
alrededor del eje de abscisas.

Solucion

52.- Hallar el drea encerrada entre las funciones f(x) =

1
x2+1yg(X):F

para x > 3

Sollicion
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Integrales

53.- Para la funcion f(x) = le se pide: a) Representar la funcion

+1
b) Calcular el drea encerrada entre la funcion y el eje de abscisas
c) Calcular el volumen generado al girar el recinto limitado por f(x) y el eje de

abscisas alrededor de dicho eje.
oz
Solucion

54.- Para la curva dada en forma paramétrica

x(t) = In(1)
1) se pide, para el

y(t) = %(T + ¥

intervalo 1 < t+ < 10:

a) Representar la grafica

b) Longitud del arco

c) Superficie encerrada entre la curva y el eje de abscisas

d) Volumen de revolucion engendrado al girar el area comprendida entre la curva
e) Superficie engendrada al girar alrededor del eje OX el drea comprendida entre

la curva y el eje de abscisas _
Solucion

55.- Hallar la superficie de revolucion generado por la lemniscata de ecuacion

x(t) = 4 cos(t)

y(t) = 4sen(t)cos( f)}al girar alrededor del eje de abscisas.

Solucion

56.- Dada la funcion f(x) = %siendo p un nimero real tal que p > 1 se pide

a. Calcular paso a paso la integral _[ f(x)dx siendo a>1 un nimero real
a

b. Indicar de qué tipo de integral impropia se trata.

Solucion

57.- Dadas las siguientes curvas por sus ecuaciones polares: ri(a) = 2 sen(2a):
rz(a)=1, se pide:
a. Calcular el dominio de las funciones r1 y rz2 (r120 : r220)
Estudiar las simetrias de ri1 y r2
Obtener las intersecciones de r1 y rz
Hacer un grafico esquemdtico de ambas curvas
. Calcular el valor del drea encerrada entre r1 y r2

Solucion

58.- Dada la funcion f(x) = % siendo p un ndmero real tal que p<1 se pide

® oo o

. a . 4
a. Calcular paso a paso la integral _[0 f(x)dx siendo a>1 un ndmero real.
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Integrales
b. Indicar de qué tipo de integral impropia se trata.

Solucion

59.- Dadas las siguientes curvas por sus ecuaciones polares: ri(a) = 2 cos(2a);
rz(a)=1, se pide:
a. Calcular el dominio de las funciones r1 y rz (r1>0; r2>0)
Estudiar las simetrias de r1 y r2
Obtener las intersecciones de r1 y rz
Hacer un grafico esquemdtico de ambas curvas
Calcular el valor del drea encerrada entre ri y r2

Solucion

60.- Para la curva dada en forma paramétrica

® oo o

x(t) = In(1)
1 1)\ se pide, para el
t)=|t+=
y(1) 2( + J
intervalo 0 ¢ x ¢ 1:
a) Longitud de la curva en el intervalo x € [0,1] el eje de abscisas.
b) Area encerrada entre la curva y el eje de abscisas en dicho intervalo.

Solucion

61.- Dada la funcién f(x)=x2 obtener los siguientes volimenes de revolucién

a) Volumen engendrado al girar el area encerrada por la curva y el eje OX,
entre x=0 y x=2, alrededor del eje OX.

b) Volumen engendrado al girar el drea encerrada por la curva y el eje OX,
entre x=0 y x=2, alrededor del eje OY.

Solucion

62.- Determinar las dreas siguientes:
a) Encerrada por la funcion f(x) y el eje OX siendo

x4—66 si —6<x<6
m en otro caso

b) Encerrada por la curva r(0) = |a sen(20) | con a > 0
c) De la superficie engendrada al girar alrededor del eje OX, el lazo de la curva

9y?=x(3 - x)?
oz
Solucion
63.- Calcular:
a) La longitud del arco de la pardbola y = x* - 2x + 5 comprendido entre los

puntos (1, 4) y (2177)

b) El drea interior a la circunferencia de centro el origen y radiol (ecuacion en
coordenadas polares r = 1) y exterior a la curva r = cos’a .
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Integrales

SoEI

64.- Dada la funcion f(x) = e cuya grdfica es la de la figura, se pide:

+x2 -2

4

a) Calcular el drea encerrada por f(x),
x=-2yelejeV.

b) Calcular el drea encerrada por f(x),
y el eje X en [2,x).

c) Estudiar la  convergencia de
I 12 f(x) dx.

d) Estudiar la  convergencia de

I:f(x) dx .

-3 -1 i 2 3

Solucion

65.- Calcular j:e"‘z dx .

Solucion

66.- Considerando la circunferencia de radio R en coordenadas polares, hallar:
a) El drea del circulo.
b) La longitud de la circunferencia.
c) El volumen de la esfera.
d) La superficie de la esfera.

Solucion
dP 100 - 25¢

67.- La tasa de variacion en la poblacion de conejos es &t ¥ _8r1161 (t

tiempo en afios) Hallar:
a) Al cabo de cudnto tiempo es mdxima dicha poblacion.
b) Si la poblacion inicial de conejos es de 50 unidades, hallar el nimero
mdximo de conejos.
c) ¢Se extinguiran los conejos?

SoE

68.- a) Demostrar que si y = arg th x, entonces y' = 1

1-x%

b) Calcular la derivada de la siguiente funcion: F(x) = L:x e dt

c) Calcular el volumen engendrado al girar el drea encerrada por la curva y =
x? el eje OX, entre x=0 y x=2, alrededor del eje OX.

d) Calcular B(%%)

Solucion
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Integrales
1
69.- a) Demostrar que si y = arg sh x, entonces y' =
q Y 9 Y 1 1

b) Calcular la derivada de la siguiente funcion: F(x) = _[ < InTth

e2

c) Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular el valor de la integral de
f(x) = tgx en el intervalo [O, g}

d) Calcular T'(4)

SoE

70.- a) Demostrar la siguiente relacion: arg sh x = In (x +/x% + 1)

b) Calcular la derivada de la siguiente funcion: F(x) = _[:3 ﬂdt

NG
c) La curva y? = e"?* gira alrededor de su asintota. Hallar el volumen del
cuerpo limitado por la superficie engendrada entre la curva, el eje de abscisas
(OX) cuando x>0.

d) Calcular F(%) , sabiendo que F(%] =n
0oz
Solucion
71.- a) Demostrar la siguiente relacién: ch®x + sh’x = ch(2x)

b) Calcular la derivada de la siguiente funcion: F(x) = I © sent

xZ

dt

dx, ces impropia? Calcularla.

2 X
c) La integral _[o —_—
V4 - x?
d) Calcular B(4,5)

oz
Solucion

72.-Dada la funcion f(x) = e™ . Se pide:

a) Calcular el drea encerrada por la funcion f(x) y su asintota.

b) Calcular el volumen generado por la funcion f(x) al girar alrededor de su
asintota.

c) Hallar la longitud de la funcion f(x)en el intervalo [0,1].

d) La funcion f(x) gira alrededor de su asintota. Calcular la superficie
obtenida en el intervalo [-1,1].

Solucion

73.- a) Hallar el drea del lazo de la estrofoide {x(t)= :;:z;y(t)= t1-t)

1+t2

t’ -1 t(1-t?)
s¥() = ———=>
1+¢° ¥y 1+¢2

al

b) Calcular el volumen de un lazo de la estrofoide {x(t)z

girar alrededor del eje de simetria.
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s Integrales
tZ
tZ

t(1-t*)
1+¢2

c) Hallar la longitud del lazo de la estrofoide {x(t): y(t)::

d) Calcular la superficie generada por el lazo de la estrofoide

{x(t)z ta-t )'y(t)= 1 al girar alrededor del eje de abscisas.

Solucion

74 .- a) Hallar el drea de un lazo de la curva r(a) = 2sen(2a).
b) La curva r(a) = 2sen(2a) gira alrededor del eje polar. Calcular el volumen

obtenido.
c) Determinar la longitud de un lazo de la curva r(a) = sen(2a).
d) La curva r(a) = cos(a) gira alrededor del eje polar. Calcular la superficie

engendrada. .
Sollcion

75.- Dada la curva en coordenadas polares r = e, con a < O, se pide:
a) El drea de la region entre la curva y el eje OX.

b) La longitud de la curva. -
Solucion

76. Hallar el drea limitada por las regiones: x?+y?>2x; x?+y?<4x; y<x; y>0

Solucion

Y
i -—,0
cos X suxe[ > ]

tZ
1+t 1+t

77 .- a) Sea f(x) =

4 +sen x sixe (Og]

11'

a) Hallar I = [2 f(x) dx.

2
a,) Hallar el valor de k tal que I = =k
a,) ¢Existe algln punto c del intervalo [—gg} tal que f(c) = k?

a,) ¢Contradice esto el Teorema del valor medio integral?
b) Hallar el drea interior a la circunferencia de centro el origen y radiol

P . T
(ecuacién en coordenadas polares r = 1) y exterior a la curva r = cos’ (oc - Z)

Sollicion

78.- a) Hallar el volumen engendrado por la rotacion del drea encerrada en la
circunferencia de ecuacién (x-2)?+ (y-4)? = 1 cuando gira alrededor del eje OX.

b) Dada la curva (en coordenadas polares): r = sena + cos a calcular su longitud.

SoE
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x (1) = cos(2t)
79.- Dada la curva +
y(t) - ta(3)
a) Calcular el drea encerrada por la curva y el eje OY en el segundo
cuadrante (x < 0, y > 0).
b) El drea del apartado anterior gira alrededor del eje OY, calcular el

volumen de revolucion obtenido.

Solucion

80.- Area interior simulténeamente a las dos curvas siguientes dadas en

coordenadas polares: r=sen’a y r =% (circunferencia de centro en el polo y
.1
radio E)'
oz
Solucion
2
81.- La elipse de ecuacion %+ YT =1 gira alrededor del eje de abscisas.

Calcular el volumen y la superficie del cuerpo de revolucion que se obtiene.

Sollicion

82.- Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

Q) F)= [In (12)dt: b)6() = [ (Inx)Vf dt: ) He) = [,"“sen tdt.

d) I(x)= _[fgxx sen x cos t dt; e) J(x)= _[:x'tg t dt; f) K(x)= jf tg x sen t dt:

g) L(x)= jlxa cost dt: h) M(x)= _[:: cos x sen t dt; i) N(x)= If tg x sen t dt
oz
Solucion
83.- Hallar el drea de la region comprendida entre la curva en polares
r =7+ cos(6a) y la circunferencia de centro el origen y radio 6.

Sollicion

84.- Calcular la longitud de la curva 9y® = x(3 - x)

Sollicion

85.- Calcular el volumen del sélido engendrado por la rotacion alrededor del eje

de abscisas del arco de la curva y = Inx comprendido entre O y 1. Indica, en su
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Integrales
caso, si la integral que has utilizado es impropia, a qué tipo pertenece y si es

convergente o divergente.

Solucion

86.- Calcular la superficie del elipsoide de revolucion engendrada por la rotacion
alrededor del eje de abscisas de la elipse cuyas ecuaciones paramétricas son:

x =2cost
y = 3sent

Solucion

87.- Hallar el volumen del sdlido generado al girar, alrededor del eje OX, el

arco de la curva y =sen® x comprendido entre x = 0 y x =7.

Solucion

88.- Calcular la longitud de la curva y = \/x(1 — x) . Indica, en su caso, si la

integral que has utilizado es impropia, a qué tipo pertenece y si es convergente o
divergente.

Solucion

89.- Hallar la superficie del solido generado por la astroide de ecuacion

_ 3
{x m e al girar alrededor del eje OY.

y = sen’t
Solucion
90.- Calcular el volumen del sélido engendrado por la rotacion alrededor del eje
de abscisas del arco de la curva y = xe™™ para x 2 0. Indica, en su caso, si la
integral que has utilizado es impropia, a qué tipo pertenece y si es convergente o
divergente.

Sollicion

91.- Calcular el drea comprendida entre las curvas en polares:
a) r=1+cosa y r=cosa.

b) r=1-cosa yr=-cosa.

0

Y
Sollicion
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Integrales
92.- Calcular el volumen del sélido engendrado por la rotacion alrededor del eje

1
de absci de | =
e abscisas de la curva y = —2——

utilizado es impropia, a qué tipo pertenece y si es convergente o divergente.

Solucion

93.- Las curvas, en polares, r = sen(20) y r = cos(2a), se cortan dando lugar

. Indica, en su caso, si la integral que has

a varios recintos interiores comunes a ambas curvas, todos de la misma drea.

Calcular el drea de uno de estos recintos.

Solucion

94.- Plantear la integral que da la longitud del primer arco de la espiral r = Jo

(coordenadas polares).

SoE

95.- Calcular el volumen obtenido por la rotacién de la curva y* = 3 X

3

Ix
alrededor del eje de abscisas. Indica, en su caso, si la integral que has utilizado
es impropia, a qué tipo pertenece y si es convergente o divergente.

SoE

96.- Calcular la superficie de revolucion engendrada por la rotacion alrededor del

X =cost

eje de abscisas del bucle derecho de la curva
y = sen(3t)

Solucion
97.-

a) Hallar el drea limitada por las regiones
X +y?22x; xX*+y* <4x; y<x:y=20,.
b) Hallar el drea limitada por las curvas
Xx=1+cost| x=2+2cost| x=1| x=1
y = sent } y = 2sent }'y=f}'y=0}
c) Hallar el drea limitada por las curvas
r=2cosa; r=4cosa;tga =1;sena =0

SoE

98.- Hallar el volumen del sélido obtenido al hacer girar la region comprendida

entre y=x? e y=2x alrededor del eje X.
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Integrales
Oz

Solucion

99.-Hallar la superficie engendrada por la rotacion de la circunferencia de

ecuacion (x-2)?+ (y-4)? = 1 cuando gira alrededor del eje OX.

Solucion

100.-a) Hallar el drea interior al circulo r=1 y exterior a la cardioide r=1-cosa.
b) Determinar la longitud de la cardioide r=1-cosa

oz
Solucion
101.- Obtener el drea de la superficie generada por la curva r = Zcos(Zot) al
girar alrededor del eje polar.

SolE

102.- Hallar el volumen engendrado al rotar la curva y2 = x?

— x? alrededor del
eje de abscisas.

Solucion

103.- Estudiar si el drea de la region comprendida entre la curva de ecuaciones
x(t) = 2t g(t)

su asintota es finita o no.
y(t) = 2cosz(‘r)} Y

Solucion

104.- Hallar la longitud de la elipse de ecuacion r =

SoE

105.- Hallar el volumen engendrado al rotar la curva y2 =

95
3-2cosa

x2(3—x)

Trisectriz
1+ x (

de Maclaurin) alrededor del eje de abscisas.

Solucion

106.- Hallar el volumen del cuerpo interseccion de los cilindros:
X2+ y2= p2; y2+ 222 p2

Solucion

107.- Dada la curva en coordenadas polares r =sen (%] , se pide:

a) Periodo de la curva.
b) Dominio de r (o).

c) Longitud de la curva (para valores de o dentro del dominio de la funcion).

Sollicion
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Integrales

2
. X =cos" T .
108.- Hallar el drea encerrada entre la curva { y su asintota.

y=1 ¢t
Solucion

109.- Hallar la superficie de revolucion engendrada al rotar la curva
y? = x - (3 - x)* alrededor del eje de abscisas.

Solucion

110.- Dada la curva en coordenadas polares r =cos (%] , se pide:

a) Periodo de la curva.

b) Dominio de r (o).

c) Longitud de la curva (para valores de o dentro del dominio de la funcion).
1

Solucion

Ve X = ’
111.- Hallar el drea encerrada entre la curva tg t y su asintota.
y = sen’t

Solucion

112.- Hallar la superficie de revolucion engendrada al rotar la curva
x* = (y +1)* - y* alrededor del eje de ordenadas.

Sollicion

113.- Dada la curva en coordenadas polares r =1g (%] , se pide:

a) Periodo de la curva.
b) Dominio de r (a).
c) Area encerrada por la curva y el eje OY (para valores de o dentro del

dominio de la funcion). -
Solucion

114 - Hallar el volumen engendrado al girar el area encerrada entre la curva
{x = cos’ t

y=tg t y su asintota alrededor de dicha asintota.

@@H@J@

ﬁ
115.- Hallar la longitud de la curva y* = (
ﬁ

@@Hﬂﬂ@ i

116- Determinar la curva que pasa por el punto (e, 2) y cuya pendiente en cada

=3

+

0
xl)—
0

punto (x,y), tal que x > O, es Invx .

Sollicion
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s Integrales
117.- Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

a) F(x) = Llnx cos tdt.

b) 6(x) = j:sxx cos X sen t dt.

Solucion
118.- Calcular:

a) La longitud de la curva en polares r?> = 5 cos(2a)
b) El drea encerrada por uno de los bucles de la curva anterior.
c) El drea interior comin a la curva anterior y a r’ = 5 sen(2a).

SoE

119.- Dada la funcién f(x)=2xv1-x?, calcular el volumen engendrado al girar la
curva alrededor del eje de ordenadas.

Solucion

120.- Hallar el drea sombreada de la figura que es simultaneamente exterior a
la curva en polares r = 2 + cos(3a) e interior a r = 2 — cos(3a) .

3
121.- Las ecuaciones paramétricas , describen la curva denominada

Folium de Descartes, se pide:

a) El intervalo de t para el que las anteriores ecuaciones describen el lazo.

b) La longitud del lazo.

c) La superficie de revolucion engendrada al girar el lazo alrededor del eje de
abscisas.

d) El volumen engendrado al girar el lazo alrededor del eje de abscisas.

SolE)

122.- Hallar la longitud de las siguientes curvas:
a) Arco de la pardbola y=x?-2x+5 entre x=1y x=3/2.
b) x(t)=2cost: y(t)=2sent.
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c) r=sen3(a/3).

Integrales

Solucion

123.- Hallar el drea de la superficie engendrada por la revolucion alrededor del
eje OX, del arco de la curva y=e™* para x>0.

Sollicion

124.- Hallar la superficie de revolucion engendrada al rotar la curva

y2 = x* — x? alrededor del eje de abscisas.

Sollicion

_ cocd
125.- Hallar volumen del sélido generado por la curva de ecuacion X(t) = cos ;
y(t) = 2sen“t

al girar alrededor del eje de abscisas.

Sollicion
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Integrales
EJERCICIOS PROPUESTOS

P1.- Calcular, si son convergentes, las integrales:
a) j , x’e> dx b) I . x"'e™™dx con a>0.

P2.- Calcular j 01 InX ix.

Jx

P3.- Hallar p y q para que 2 I sen’ t cos’ t dt =B(p,q) y calcular I % sen’t cos’t dt.

P4.- Lo mismo para I OAsen4 t cos’t dt.

P5.- Determinese si las integrales siguientes convergen o divergen:

a)j tgxdx b)j- dx )J- dx )J- )J-w2+c0sxd

P6.- Hallar el drea comun al circulo p1 =3cosa y a la cardioide p2= 1+ cosa.
P7.- Hallar el volumen del cuerpo interseccion de los cilindros x*+ y?=r?; y2 + z? = r?

P8.- La curva y?>= 2xe?* gira alrededor de su asintota. Hallar el volumen del cuerpo limitado

por la superficie engendrada. -
Solucion
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Integrales
1.- Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
a) F(x) = I: e '(sent + cos t)dt b) 6(x) = I: senx cos tdt .
Solucion:
a)

Sea G(x)= j f(t)dt = G '(x) = f(x)

Consideramos la funcion continua en R: f(t)=e"(sent+cost) y g(x)=x> una funcion derivable.
Entonces:

XZ Xz XZ X
F(x) = I ) ¢ '(sent +cost)dt = I: ¢ '(sent +cost)dt + L ¢ '(sent +cos t)dt =L e '(sent +cos t)dt — L ¢ '(sent +cos t)dt =

= [*fode- [ F(Ddt = Gle(x) -G (x)

Derivando:
F'(x) =G'(g(x))g'(x) -G '(x) = f(g(x)g'(x) - f(x) = f(x*)2x - f(x) =
= (sen(x2 )+cos(x’ )) 2x-¢™ (senx+cosx)
b)

Sea F(x)=[ f(t)dt = F'(x)=f(x)
Consideramos la funcion continua en R: f(t)=cost y g(x)=x’ una funcién derivable. Entonces:

G(x)= on senx cos tdt = senx_[oX cos tdt = senx I:(X)f (t)dt = senx.F(g(x))

Derivando el producto

G'(x) = (senx)'G(x) +senx.G '(g(x)).g'(x) = cos x.G(x) +senx.f (g(x)).g'(x) =

X
=CcosX IO costdt +senx cos(x’) 3x” =cosx (sen(x’)—sen0)+3x’senx cos(x’)
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Integrales

2.- a) Estudiar la convergencia y, cuando sea posible, calcular las siguientes
J-s dx
*(3-%)

b) Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular el valor de la integral y

integrales: I_ll i—’:

, X . .
el drea encerrada entre la funcion f(x) = ———— vy el eje de abscisas (OX) en
V4 - x?

el intervalo [-2,2].

Solucion:

a) La funcion dada, f(x)=1/x%es discontinua x=0 € [-1,1] por lo que la integral que se desea calcular
es una integral impropia de segunda especie.

—& 1
PR Y T j“‘d—’z‘ﬂl [ %:lim[—l} +1im[—l} -

lx IX 0 X g—>0J-1  x £, 20 0+s, X2 &0 X |

= lim b —1|+lim|-1- i = oo La integral pedida es
&g—0 —& &,—0 &,

La funcién f(x)=1/(3-x)? no esta acotada en x=3 €[2,3], se trata de otra integral impropia de
segunda especie.

3-¢
3 dx 3-¢ dX 1 1
=1i =lim| —— =lim| ——1|=o es
.[2 (3_X)2 glir(}jz (3_X)2 g_>o|:(3_x)}2 s—)O(g )

b)
1= J~2 xdx J~ J- xdx _ lim xdx N llm 2-¢ xdx B
-2 14 _ X /4 X /4 X &—0 —2+g1 4 &0

0 2-&,
zlim[—\/4—x2} +1im[ _Ja—x } —242=
—2+¢

x?
xdx
dx=2 ——2-2:
'[ \/4 x? I-

area = I

e
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Integrales

3.- Hallar el drea de la region contenida entre las curvas

1 1
LURRCIE U R e
a) En el intervalo [2,3]

b) Para x >3

Solucion:

a)

301 1 3x’ -x? +x+1 1 3
A:L( —-= de=j2 ~ s dx=——ln(—j:
x -1 x +x x(x® +1)x" -1) 2 \4

Yie.5
0.4
0.3
8.2

8.1

-8.2

» » X° -X° +X+ Pox? +x+
A= ( 21 _ 31 jdx:J. X 2x X2 1 dX:limIk X 2x x2 1 <
2 x(x* +1)x" -1 ko092 xo(x= + 1)(x° -1)

k
= lim lln(X_IJ—ln X = lim lln(ﬁj—ln k —lln(gj+ln i =
kool 20\ x+1 Jx2+1], o2 (k+1 kKX+1) 2 \4 V10

=0—0—ln(%j+ln(%j=-

8.5

0.4

8.2

8.1

-8.1
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Integrales

11 1
4.- Calcular B(E'_) F(EJ

Solucion:

2
e 2p 2q-1 11 5 n .
Sabemos que: B(p,q) = 2I02 sen”’ x cos™ xdx, luego B(E’E) = 2.[02 dx = 25 = |m|, ademas

11 1Y
reIre) F()j
() 11 SRy ( 2
B(p,q) =———- yresultaB(—-,—-) = = -
I'(p+q) 2’2 (; R ;) ()
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Integrales
5.- Andlizar el cardcter de las siguientes integrales impropias:
- Senx = SenX Cos X = 1
a dx conp >0 b)| ———— dx ¢ dx
)], P ) — . (1+ x)Vx
Solucion:
a)JTO Senx dx conp>0
I w S—denx x = lim I B —dx y como ——= < |*=2% <L resulta
k—o xP xP xP
Kl R
J‘ senx ix < lim —dx = lim | = convergente, por tanto la integral original
k—>®Jl xP koe| 1—p xP7 | »ip—1

es _ si p>1.
(,Qué ocurre cuando 0<p<1?
En este caso, procedemos a resolver la integral por partes:

uZL:du:

—px " dx
XP
dv =senxdx = v =—cosx
Senx Senx COS X peosx | © COSX .
I j - I X =cosl —pj —-dx pero si
k—)oo k—>oo k—)oo 1 Xp+1

COS X |COSX|

e _| e |_ v resulta

0<p<1=1<p+1<L2 yprocediendo como antes:

1]
_p XP

(CONVERGENTH 0 <» <.

—dx = lim

k—>w

1
— convergente y también la integral original es

J.wﬂdx < lim
1 p>0 p

k—)oolx

© S€NX COS X

b)jl 3

X

dx

SenX COS X | senx CoS |
3 | 3

Por comparacion: <— resulta

X X x*
senxcosx 11 :
o0
I X < lim —dx =lim| ———
koo dl x3 kow| 2 x?

dx Integral impropia de tercera especie (intervalo no acotado de funcion no

° 1
RATEsre

acotada en x=0.

© 1 !
J (s x)v de=],

1

(1+x)\/;

1

! (1+x)\/;

o0

dx=I, +1,
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Integrales
Estudiemos cada integral por separado:
1 1 1 1
[=| ———=dx=lim| ———— dx
1 J.O(1+X)\/; £—0 8(1+X)\/;
. 1 1
pero si 0<x<1 entonces (1+ x xefxo——<— y sabemos que
(+x) TEESICRET
& _ L Sip<t, en particular [ = [' % ¢g CONVERGENTE.
D ) o Jx  Jox
o 1 K 1
=] ———=dx=lim| ———dx
’ '[‘ (1+X)\/; Koo Jl (1+x)\/;
32 1 1 = dx I . )
(1+ x)\/; >x? = <—7; ysabemos que | —-= si p>1, en particular

(1+x)Vx  x x* 1-p
- dx

lxp

Por tanto I=I;+1; es _

3/2

- jf dX s CONVERGENTE.
X
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Integrales

6.- Dada la funcién f(x) = 2x+/1 - x* se pide:
a) Area encerrada por la funcién y el eje de abscisas.
b) Volumen engendrado al girar la curva alrededor del eje de abscisas

Solucion: )
a)
1 1 32 2 ! 4
Azzjo f(x)dx=2j0 2X\/l—x2dx:2[—(l—x2) Elz @
DERIVE:
#1: 2-AREA(x, 0, 1, y, 0, f(x))
b) \/:2.|.17z(f(x))2 dx:2ﬁj14x2(l—x2)dx:8ﬁ X X | = Eﬂ
0 0 35, |5

DERIVE:
#2: 2-VOLUME_OF_REVOLUTION(f(x), x, 0, 1)

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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Integrales

7.- Hallar la longitud de las siguientes curvas, dadas en coordenadas polares.
a) r? = 3sen(2a)
b) r = 2sen(3a)

Solucion: )
a) ”
0
r’ =3sen(2a)=0= 0=1< g
2

F\/m e 6005(20t) B 3cos(2a)

2\/3sen (20) - \/3sen (20)

L=[" J(r@) +(r'@) do=2[" ( 3sen(20t))2 ' [%] a2 @da

Integral que no es posible resolver, salvo por métodos aproximados.

DERIVE:
I
#4: 2.POLAR_ARC_LENGTH [J(a-sm(z-oo), o, 0, —J
2
/2
1
#5: 2.3 do
J(SIN(2-0))
0
#6: 9.081122899
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Integrales
b)

Para calcular el area podemos usar dos
procedimientos:
Como los pétalos comienzan y acaban en el origen,
resolvemos r = 0 y nos quedamos con las

' soluciones entre 0 y 7/2.

. 2sen(30)=0; o= 0, 7/3.

z 15 1 e 2 La longitud del primer pétalo viene dada por
2\ Li=POLAR _ARC LENGTH(2sen(3a),0,0,7/3)=
4.454964406 u.
a : : : Luego la longitud de la curva completa es

L=3L,=113.36489321 ul..

O bien medianté la férmuia:

L= 3[ \/ r(oc) r (oc))2 do = 3":6 \/(28611(30(.))2 + (6cos(3oc))2 da = 3I0n/3\/(4 +32cos’ (3a))doc

Que se resuelve por métodos aproximados

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 31



E

S

Integrales

x(t) =3+ 2cost

8.- Calcular el drea encerrada dentro de la curva
{y(t) = 2 + bsent

Solucion:
Usamos la formula para el calculo del area de una curva cerrada dada por unas ecuaciones

paramétricas:

. 2n 1—cosZtJdt _

j02n|}’(t)x '(t)| dt = _[0 |(2 + SSent)(—2sent)| dt= J.Ozn(4sent + IOSenzt)dt = _[0 (4sent +10

2n
:{4cost—5t+§sen(2t)} :4+10n—4:"
0

32 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.




Integrales

9. Dos alumnos de la Escuela sostienen una cinta por sus extremos, a la misma
altura. La cinta describe una curva que se denomina catenaria, y cuya ecuacion

es: y=c¢ ch(ij
c

Calcular la longitud de la cinta hasta un cierto valor de la abscisa x.
4

v

Solucion:

x/c -x/c x/c —x/c
X € +¢ X € —¢C
Nota: ch| — |=———;sh| — |=———
c 2

F(x)= ¢ chX= Fix)=ctshX—shX
C C C C

X , 2 _X i 2 _ *
L—J;,ll+(f (x)) dx—.([ 1+(Shc) dx =(*)
como 1+(sh§j Z(Ch ];

C

X 2 X X
(*):J. (chij dxzjchidxzcshi} :cshi—csh0= csh£|£|
! c 5 C ¢y c c

o |
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Integrales

10.- Un depésito esférico de 50 m de radio esta al 21,6 % de su capacudad
¢Cudl es la profundidad del agua?

Solucion:
Consideramos una circunferencia de centro O(0,0) y ' : S
de radio r=50 y despejamos x en funcion de y:

x2 +y2 =50° = x =4/2500— y* y como el volumen
de una esfera de radio r=50 es

V=§nr3 zgn 50° — 500000

68

1t resulta el volumen

200000 7 =360007 .

del agua: V__ =0,216

agua

68

Planteamos el volumen ocupado por el agua como
una integral:

Vagua—n.[ x*dy = nI 0(«/2500 y )2 dy =

3 h
—nj (2500 — y?)dy = n[ZSOOy—%} -
=50

3
= 7{250011 —h? 220000

} =36000m = h’ —7500h —142000 = 0 cuya ecuacién tiene como raiz

h=-20

h=10+60v2
es h=-20 m que da lugar a una profundidad de -20-(-50)

entera a h=-20 quedando (h + 20)(h2 —20h - 7100) =0= { cuya Unica solo factible
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Integrales

11.- Hallar el volumen del sdlido cuya base es la region limitada por el eje x y el
arco de curva y=senx entre x = 0 y x = n y cuyas secciones planas
perpendiculares al eje x son cuadrados con base en la region.

Solucion:

La seccion plana es un cuadrado de lado senx, por tanto, A(x)=sen’x. El volumen por secciones

viene dado por la integral
y

3

Senx

Senx

-@.2n 8.2n 3.41 8.6m 8.8n n 1.2n

-a.5

V= IORA(X)dX = Lnsenzxdx =J:(1 —cos’ x)dx == jn(l _%)dx = H(#] dx =

(R

:%J’O“(I—COSZX)dX Z%{X—Senjx} _ N
0
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s Integrales

12.- Calcular la longitud y el drea encerrada por la curva:
cos(1)[2 — cos(21)]

x(t) = 2
y(t) = sen(1)[2 ; cos(21)]
Solucion: 5
Longitud: -
L:J':I x "2 (t) + y"? (t)dt
DERIVE:
COS(t)-(2 - COS(2-t))
#1: x(t) :=
4
SIN(t)-(2 + COS(2-t))
#2: y(t) :=
4
#3: [x(t), y(©)]
#4: PARA_ARC_LENGTH([x(t), y(t)], t, 0, 2.m) = 3, o bien,
2.1
( 2 2
#5: J JX'(D) +y'(©)) dt = B
0
Area:

4
A=[y(t)-x'(t)dt
to
Obsérvese que por simetria es el doble y que los limites son entre 7 y 0.
0

3n
32

#6: 2. y®)-x'(t) dt =

w
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Integrales

13.- Dada la hipérbola x* — y?> = 1. Hallar:

a) El drea encerrada por la hipérbola y la recta que pasa por su foco de abscisa
positiva.

b) El drea encerrada por la hipérbola y su asintota siendo x > 1.

c) La superficie de revolucion del casquete hiperbélico formado al girar la hipérbola
respecto del eje X siendo x € [1, \/E] .

Solucion:
a) Sabiendo que el foco de abscisa positiva es (\/5,0) , Y por simetria serd el doble de la integral entre

el vértice y el foco:

¥

A= 2jlﬁf(x)dx = 2Lﬁ\/x2 ~1dx = -

b) Considerando la asintota y=x:

2
S, =27rj1ﬁf(x) 1+(f'(X))2dx=2nI1ﬁ\/x2—l 1+ dx=2njlﬁ\/2x2—ldx:

x> =1
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Integrales

x(t) = a(t — sent)
y(t) = a(l - cost)’
a) El drea encerrada por la curva y el eje de abscisas.
b) La longitud.
c) El volumen engendrado por la rotacion del area encerrada por la curva

y el eje X alrededor del eje OX.
d) El volumen engendrado por la rotacion del area encerrada por la curva

y el eje X alrededor del eje OY.
e) La superficie de revolucion del cuerpo formado al girar un arco de la cicloide
respecto del eje X.

14.- Para un arco de cicloide { Se pide:

Solucion:
Un arco va de t=0 a t=2m:

x(t) =a(t —sent) x'(t)=a(l —cost)
y(t) =a(l—cost) - y'(t) = a sent

a)A=L:y(t)x'(t)dt= j;“y(t)x'(t)dt:(*) 1E=0: S ﬁt=.2"ﬁ

2n 2 2n 2 > 2n 2
*= IO a(l—cost)a(l—cost)dt=a .[0 (1-cost)’dt=a J.O (1-2cost+cos” t)dt =(**)
Calculando las tres integrales por separado.
2n o
[Tdi=[t]) =2n

Iozncos tdt = [sent]in =0

27
rncosz tdt = Iznm (I dt +.|. cos 2tdt) = ! sen2t =1
0 2

o2 2"
sustituyendo en la igualdad (**)=a’ 2n 0+ n = u
by L= [ () +(x'0) de= J (y(®) +(x(®))

2n
= IO \/a2 sen’t+a’(1—cost)’dt = jo \/a2 sen’t+a’ —2a’cost+a’cos’ tdt =

= ann V2 —2costdt :a\/zj% v1—costdt :\/Eajozn \/5 sen (%) dt =

2afsen{ o= —cos[ 4 ﬂ - [salu

) V=n j y:(H)x'(t)dt = jo Y (O)x'(t)dt = Ioznaz(l —cost)’a(l - cost)dt =

2

dt = (*)

= a3nj02n(l —cost)’dt == a%cjozn (1-3cost+3cos’ t—cos’ t)dt =

2n 2n 2n 2n
= a3n(J.0 dt — 3-[0 costdt + 3.[0 cos’ tdt — _[O cos’ tdt) = (¥%)
Calculando las cuatro integrales por separado.
2n 2n
[Tde=[] =2n

Iozncos tdt = [sent](z)n =0
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Integrales
2n
[ cos® tdt = jznmdt = l(r“dt +[ 7 cos 2tdt) _Lfpsen2t o
0 0 2 2 \Jo 0 ) 2,
3 2n
J.2 cos’ tdt = Iz costcos’ tdt = Iz cost(l—senzt)dt == Iz cos tdt —Iz cos tsen’tdt = {sen t} -0
0 0 0 0 . |

sustituyendo en la igualdad (**) =a’n(2n—0+3n-0) =-
d) Para el volumen alrededor del eje OY debemos plantear dos integrales:

t=m

t=2n
—al2n —an an a2m

teniendo en cuenta que el volumen de la region en rojo se resta:

V=r j:‘ xX(D)y'(Hdt =7 L’; x2(D)y'()dt— jo” x(Dy'(Hdt =7 Lonxz(t)y'(t)dt =

0 0
= n_L a’(t—sent)’asentdt = a%tj2 (sen’t—2tsen’t + t’sent)dt = (*)

Calculando las tres integrales por separado:
0

Lons en’tdt = Lons ent(l —cos’ t)dt = Lons entdt — J;On sent cos” tdt = [cos t]zn + [% cos’ t} =0

2n

2 0
IO tsenztdt:jo g1zeos@Y 4 1 IO tdt—jo  cos(20)dt |=— £ _sen@Y +ljo sen(2t)dt = —x°
2n 2n 2 2 2n ZR(LT 2 2 2 2 2n

2n

Lon 52 sentdt = [—tzcost];E + 2jzon£cos tdt = 4 + 2([t S ent](;T - Lonsentdt) =4n’
u dv u dv
*)= a3n(0—2(—n2)+4n2) =-

e)

s, =2n]! yOV(y'O) +(x'(©) de=2x "y (¥ (O) +(x 0 dt =)

)= ZRIOZEa(l —cos t)\/a2 sen’t+a’(1—cost)’dt = 2na2J.02n(1 —cost)/2(1 —cost)dt =

s sn(4 e[ £ o= 1 o4 e £ - zn zn
-t e o= o o | - < H_msgﬂo {2es(4)] J
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15.- Para la cardioide de ecuacion r =1 + cosa. Se pide:

a) El drea encerrada por la curva y el eje de abscisas.

b) La longitud.

c) El volumen engendrado por la rotacion del area encerrada por la curva y el eje X
alrededor del eje OX.

d) La superficie de revolucion del cuerpo formado al girar la curva respecto del eje
X.

Solucion:

_1(122 _12r:2 _1 T, _1': 2 _Tc 2 .
a) A_E . rda—EjO rdoc—52jordoc—jo (I+cosa) da-_[o (14 2cost +cos’ t)dt = (¥%)

Calculando las tres integrales por separado:
jo dt=[t] =n

J-Oncos tdt = [sent]g =0

jncosztdt:Inmdt:l(jndt+jncos2tdt)=l goSen2ty_ m
0 0o 2 2\ Ty 2l 2 |2

sustituyendo en la igualdad (**)=m +g = 37“ u’

b)
L= J'Oznmda = 2'[\/(1 + cosoc)2 + (—senoc)zda =
0
o[ V2 2easada - 2] v cosad = 22 Zeos| % i = afos{ o= 25en( £ | -
0 0 ‘ ’ 0
=[8]u

¢) V:zatjoL2 r’seno. do ZEEIE(I-I—COSOL)} seno. dou :znj-n(l+3cosoc+3cos2 o+ cos’ a)sena do =
3 3 Jo 3 7o

%

2 m n n n
= ER(J.O sena do + 3.[0 cosaseno do + 3!0 cos” aseno do + IO cos’ aisena. doc) =(**)

Calculando las cuatro integrales por separado.

J-Onsenocdoc = [—cos oc]g =2

T

n 1
J.o cosasenada = [—5 COS2 OL:| =0
0

Incosz asenado = [—lcos3 oc} = 2
0 3 3

s

J.OT[ COS3 asenodo = |:—%COS4 0L:| =0
0

sustituyendo en la igualdad (**) = %n (2 +0+3 % o+ OJ = gn u’
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s Integrales

d) S, = 2nJ‘: rsenoyr* +(r') do = 2nI(1 +cos a)sen(a)\/(l +cosa) +(—senat) do =

0

= 2nI(1+cosoc)sen(oc)\/2+2cosocdoc = 2%\/§I(I+COS o)sen (o )v/1+cosado =
0 0

s

~anf(1s cosoc)sen(oc)cos(%)da - 4njj2cosz (%)sen(a)cos(%jda -

0

= SnI cos’ (gj sen (a)da = 8nI cos’ (E] 2cos (EJ sen [g]doc = 16nf cos* (E] sen (g)doc =
0 2 0 2 2 2 0 2 2
= 167:_[ cos* (2) sen (gjda =16mn —gcos5 (2) =
22 5 2],
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16.- Determinar la curva que pasa por el punto (4n%,1) y cuya pendiente, en cada

punto (x,y), tal que x>0, es co\s;;\/;

Solucion:

COS \/;
Jx

£(x)=| CO\S/;*/; dx + C =2sen (Vx )+ C

f'(x) =

y como f(41) =2S€H(\/4TC2 )+C=1:> C=1
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Integrales

2
17.- Hallar el valor de p que cumpla que I f(x) dx=2n, siendo
0

si 0<x<1
f(x)-{5 sil<x<?

¢Contradice esto el teorema del valor medio integral?

¢Existe algin punto c del intervalo [0,2] tal que f(c)=p?

Solucion:

jf(x)dx j3dx+j5dx 3+5=p(2-0)= .
—e[o 2] en que f(c) = 4. [Estono contradice el teoremal dcl valor

medio puesto que este teorema se refiere a funciones continuas y f(x) no lo es en el intervalo
[0,2].
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Integrales

18.- Dadas las funciones f(x)=sen(2x) y g(x)= tgx, se pide:

a) Hallar los puntos de interseccion de dichas funciones entre -n/2 y n/2.

b) Hallar el drea de la region limitada por dichas funciones entre los puntos de
corte hallados en el apartado anterior.

Solucion:

I & -0.6m -0, 4 -0.2m 0.2m 0. 4m 0.6m 0.¢

-1

a)

sen(2x)=2senxcosx

tgx=senx/cosx

entonces: 2senxcosx=senx/cosx resulta cos’x=1/2

b)
A= J‘FE f(x)—g(o)dx = 2J'02|f(x) —g(x)ldx = 2J‘f|sen(2x) —tg(x)ldx =
- 2'[% sen(2x) ————{dx = 2{—M+ In|cos x@‘t =

0 COS X .
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Integrales

. x® +3x* -2
19.- Dada | i =
9.- Dada la funcion f(x) 12"

a) Calcular el drea encerrada por f(x), x = -2 y el eje Y.
b) Calcular el drea encerrada por f(x) y el eje X en el intervalo [-1,0].
c) ¢Como podrias calcular el drea encerrada por f(x) y la recta y =1 en [2,x)?

cuya grdfica es la de la figura, se pide:

Solucion:

3 2
¢) Se trata de una integral impropia L (X3L><222 - ljdx =I
X +X" =
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Integrales

20.- Analizar, aplicando algln criterio de convergencia el cardacter de las integrales
siguientes:

a) | ————dx, b) j dx
o x3 + x

Solucion:
a) Observemos que B dx = dx + dx
) 1 on +Xx J.Ox3+x X +x
Designaremos | J.l dx e 1 J.w ! dx

1= 2= )

s 0%’ +x P x+x

1; es una integral impropia de segunda especie pues la funcioén se hace infinitaen x =0 y el

3

X +x
intervalo de integracion (0,1] es finito. Se verifica que:
1
x X +x
lim —X— = [im = lim (x2 + l) =1
x—0* 1 x—0" X x—0*
X +x

1 _ _ |
Luego I 3 dx tiene el mismo caracter queJ. — dx que es divergente.
0x" +x 0x

o ]
Luego podemos afirmar que I 3

0 X" +x
Aunque no se necesita vamos a probar que I es convergente:

dx es divergente, sea cual sea el caracter de I,.

1> es una integral impropia de primera especie pues la funcioén es continua en [ 1,00) que es un

3
X +X

intervalo de longitud infinita y tiende a 0 cuando x— oo.
Se verifica que:

X +x>x vxe[l,oo) x31+x<% Vxe[l oo):> -[loox31+xdx< 1 xi dx ,
luego Lw 31 dx es convergente porque J.lw% dx es .
X +x X
J.;W dx . Observemos que:
1 1
1+ x)Vx >+/x vx (0,1 <——< Vxe(0,1],
(I+x)vx =2+x vx €(0,1]= (1+x)\/; T x €(0,1]

luego Jq;dx es convergente porque J.lL dx es .
O (1+x)Vx 0Jx
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Integrales

2

-3
21.- Para la funcion f(x) = [1 + %J , determinar:

a) El drea encerrada por la funcion y el eje de abscisas.
b) El volumen generado al girar el recinto limitado por la curva y = f(x) y el eje de

abscisas alrededor de dicho eje.

Solucion:

a) A= f(x)dx = ji(l +X?2J_3 dx =-

b) V= TCJ._Z(f(X))z dx = TEJ‘O:O[(I+X?2) ] dx =
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Integrales
22.- Calcular la longitud de una elipse de semiejes 3 y 4.
Solucion:
., . .. x>y 3 3
La ecuacion de una elipse de semiejes 3 y 4 es: " + 3 =l=y= Z\/16 -X

La longitud del arco de curva correspondiente al primer cuadrante sera:
2
4 2 4 3 1 4 /7 9
L=| {1+(y') dx= I+ ———— | dx = ———dx =(5,5254
.[0 (y) J.O\/ [ 4 ,16—X2J J.O 6 X2_16

La longitud total de la elipse es: 4L=-I
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Integrales

23.- a) Hallar el drea limitada por la curva y? = y sus asintotas.

1-x?
b) Hallar el volumen generado por la curva cuando gira alrededor del eje x, entre O
y 1/2.

Solucion:
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Integrales

24 .- Una vaca esta atada a uno de los vértices de un prado de forma cuadrada de
lado 10 m. Sabiendo que la longitud de la cuerda es 12 m, calcular la superficie de
hierba que puede comer la vaca.

Solucion:

1

El punto de interseccion del cuadrado de lado 10 con la circunferencia de radio 12 es

a=+12>—10> =+/44 =211

1

Por tanto, la superficie buscada sera el area del rectangulo de lados 10 y 2J/11 mas la integral

I= 21% J12? —x2dx = 367 — 288arctg (gj ~28.75861727.

Resultando final S=10-211+28.75861727 z_
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Integrales

25.- Un faro tiene forma de espejo parabélico como el de la figura. Sabiendo que
el material reflectante del faro tiene un precio de 10 euros/m?, hallar el precio de
dicho material para a=0,15m.

v

Solucion:

Hemos de calcular la superficie lateral del espejo obtenido al girar la parabola alrededor del eje OX
entre 0 y a:

S= 2njoa ya/l + (y')zdx = 27tJ‘Oax/@ 1+ %dx =4Tc\/;'|.:\/a + xdx =§na2 (2\/5 — 1)
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Integrales

26.- Calcular la superficie y el volumen encerrado por las siguientes figuras
geomeétricas:

a) Esfera

b) Cilindro recto de radio R y altura H

c) Cono recto de radio R y altura H

d) Tronco de cono recto de radios R1y Rz y altura H

Solucion:

La esfera se obtiene al girar el circulo szryZ:r2 alrededor del eje
OX. Con los limites de integracion entre —r y r.

-I , —X , x*
o e
. x2 r’

KJ 1+(y )2=1+r2_ 2 :rz

X -x’
b 2
S=2n!f(x)\/1+(f'(x))2dx =2TCL\/r2 _Xzﬂfrzr_xz dx =2andx =

Vor((x)ax ] (VE o) dxn| x| [l
—n_!( (x)) X-T:L( r —x) X=m rx—=- _r—gnr u

. . R
d) Tronco de cono recto de radios Ry y R> y altura H: la recta generatriz es: y =

A

-

R»
R, :

v

S= 2ch:f(x)./1+(f'(x))2dx - 2nj0H(RZI;R1 x+R1j 1+(%de -
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Integrales

H>+(R,-R ) _ H>+(R,-R )
:271\/ +( 2 1) IOH(RzHRIXJrRl]dx:%\/ +( 2 1)

H

H’+(R,-R 2
:zn‘/ + ) (R-R, L +R H
H H

2 2
n R, - R1x+R dx=nIH RZ_RIX +2R2_
H 0 H
R.-R Yx* _R,-R ! R,-R,YH _R,-R,  H
w3 1Rl—+Rx =n|| 22— | —+2 ‘R, —+R’H
H 3 H 2 i H 3 H 2

V= nj(f ) dx = R, xR1+R12]dx=

¢) Cilindro recto de radio R y de altura H. d) Cono recto de radio R y de altura H.
A A
7
R R
H H

Al ser Ri=R»,=R resulta:

(1) [E=2mRE y ) [VEmR3H Al ser Ri=0; Ro-R resulta
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27 .- a) Calcular el volumen del sélido de revolucion engendrado al girar la region

- : y=x*+2 . .
limitada por las funciones alrededor del eje de abscisas.

y=x+4

r = /8sen(2a)

planas. Calcular el drea comin a ambas en el primer cuadrante

b) Sean { las ecuaciones en coordenadas polares de dos curvas

Solucion:

y:x2+2 x=—1=>y=3
a) —
y:X—|—4 X=23y=6

El volumen pedido es igual al obtenido por la rotacién de la recta menos el obtenido por la rotacion
de la parabola entre x=-1 y x=2.
3 2
V. . = LbTE[f(X)]Z dx = Jjn(x +4)2 dx = 1tj‘j(x2 +8x +4)dx = 7{%+4x2 +4X} =637
-1

recta

2
_ b 2 _ 2 2 2 _ 2/ 5 _ XS 8X3 _153

Vparébola_Lﬂ[f(X)] dX—Ln(x +2) dX—nJ‘_l(x +8x +4)dx-1{?+7+4x _Tn

-1
162

V= Vrecta _Vparébola = 637'[—@7[ = Tn u3

DERIVE:

#1: VOLUME_OF_REVOLUTION(x + 4, x, -1, 2)= 63.m

2 153.7

#2: VOLUME_OF_REVOLUTION(x + 2, x, -1, 2)=

T
r=2 BET)
12 )
b) = 2=,/8sen(2a) = en el primer cuadrante.
{r =,/8sen(2a) o= Sn P
12

N

El area comun se obtiene como suma de las 3 superficies.
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] Integrales
’ Area de la superficie limitada por

’ r=./8sen(2a) y los rayos oa=0y o=mn/12.

2 )
S
.

1 w 1 eni2 n/12
A, =50, do _EJ.O 8sen(2a)da—[2c0520c]0 =

=2-3

m
POLAR_AREA[I", 0, J(8-SIN(2-0)),a, O, —]

12
=2-.3

v

Area de la superfi‘cie limitada por
r=2 ylos rayos a=n/12 y a=5n/12.

1 1 Sn/12

A, == “ 2da = —J. 4da=[2a] =

2 day 2 Jn/12 n/12

S5n/12

==

3

b4 5.m
POLAR_AREA| r, 0, 2, &, —, =
12 12 : -

2.m

3

Area de la superficie limitada por

r=4/8sen(2a) y los rayos o= 5n/12 y ’

o=m/2.
3 o , 3 1 en2 3 n/2 3
A, =50, da —EJSE/IZSSen(2a)da =[2cos 20L]5n/12 = = R
=[2-3 _
5.m m .
POLAR_AREA[r,0,J(8-SIN(2-0()),0(, —]
12 2 . . . —4

=2-.3

La suma de las tres superficies es:
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28.- Hallar el drea comun a los circulos r=2 cos(a), r=1, r=2 sen(a)

Solucion:

Buscamos los puntos de interseccion para determinar los rayos vectores:

a:E a=£

r=2 sen(a):> 6 ; r=2 COS('&):> 3
r:l azs_ﬂ: I’=1 a:s—n
6 3

r=2sen(a)=a=0

y el punto del Polo (Origen) p
r=2 cos(oc)=0:>a=5

1 %)
A=— rzdoczzj- (ZSena) da+— j da+ I 2cosa) da=

29

2_[ sen’ada +— J. da+2.[ cos’ ada = 2] sen ada+2(3 %)+2J§coszada=

=l+2l 6(1_Cos2a)da+2lIn2(1+cos2a)da==l+[a_8en2a}6 +[a+sen2a}2 -
12 "2 25 12 2 b 2

St 1 T 1 1 (2%]
=>———sen| — [+=sen(m)—=sen
12 2 3 2 2 3

O bien, mediante sus ecuaciones cartesianas:
x*+y’ =1 y= ﬁ
(x—1)2+y2:1:> y= 1—();—1)2
C(y=1) =1 |y=1241-x

Resolvemos las intersecciones de las tres circunferencias

xX*+y =1 1 3o [xP+y =1
2 D\X=-=Dy=Ff—Y , =ix=*%
(x—1) +y* =1 2 2 X +(y-1) =1

0| G
U
<
I
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Integrales

Para calcular el area se tiene en cuenta que mediante las integrales se obtiene el area
hasta el eje de abscisas. Por lo tanto, se suman dos regiones y se resta la tercera:

5 5
A=[Tteodx = [ I=(1=x) e [V I-Cax= [ (117 Jdx =-
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s Integrales

29.- Hallar:
a) Longitud total de la curva,

= sen’| 2
r = sen (3)

b) Area de la superficie de revolucion obtenida al girar, alrededor
del eje de abscisas, la curva de ecuaciones paramétricas:

x(t) = e’ cos t T
para t € [O,— ]
y(t) = e’ sen t 2

dada en coordenadas polares,

2 2

c) Area limitada por la elipse ::(_2 + % =1.

Solucion:

e[S o[ 5
a) r=sen | — |=>r'=sen" | — |cos| —
3 3 3

2 2
L= Jaz Nt +r? do= 2.[37[/2 sen’ (gj +| sen’ (gj cos (gj do = 2‘[3“/2 sen’ (EJ do =
o 0 3 3 3 0 3
3n/2
= 21I3n/2 l—cos(z—aj do = 3 chos(z—aj da = 3_n+ Esen(z—ocj =
270 3 2 0 3 2 2 3 0

DERIVE:

o )3 3.1
#1: 2 -POLAR_ARC_LENGTH| SIN} — | , «, O,
3 2

b)

(x'(t))2 =¢”(cos t- sen t)2
y'(t)=¢' sen t+e'cos t (y'(t))’ =e* (sen t+cos t)’

(x'(1)) +(y'(t)) =2¢
S, = ljzny,/[x'(t)]z +[y(®]dt= 2n2f e'senty/2e? dt = 21v/2 zj *'sentdt = (¥)

0 0

y(t)=¢' sen t

{x(t) =¢'cos t {x '(t)=e€'cos t-e'sen't
=

to

Resolveremos la integral por partes: 1= Iez‘sentdt
u=e’ = du=2e"dt
dv=sentdt = v= Isentdt =—cost
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; Integrales
I= _[e sentdt = Iudv =uv — Ivdu =—e’ cost— I—cos t2e”'dt =(1)

De nuevo por partes:
u=e’ = du=2e"dt
dv=cosdt=v= Icos tdt = sent

(1)=—e* cost+ 2j coste’'dt = —e* cost + 2_[82: costdt =—e* cost+ ZJ‘ udv =
u dv

=—e*cost+2 (e“sent - I ZeZtsent) =—e* cost+2e’'sent — 4'[ e*'sentdt =

=—e* cost+2e’'sent — 4I e’'sentdt = —e*' cost+2e*'sent —4I =1
Resolviendo la ecuacion:

—e” cost+2e”'sent _ e*'(2sent—cost)
5

2t
(*)= 2x/—1tjz 2tSCntdt=2\/§TE|:e (256?_00“)} _

0

=

+ C . Sustituyendo la primitiva:

SRR

ezg 2sen T_ cos T
~ 2 2) ¢*”(2sen0—cos0)
- 5

b
y — b 2 2
05 b—z—“i’y—i;“a o TN
A I f(X)dX 2J. _Vaz—deX=(*) _a\_/a

g
Utilizamos el cambio x=asent

2%_ 0,
_22n w _

B
»

i
a=asent:>l:sent:>t:5
X = asent = dx = a cos tdt

T
—a=asent:>—1=sent:>t=—5

(*) = 2.[—\/a T dx =22
a

2—( asent)zacost dt =

N‘?_.'—.I\)\T-I

cos’t dt =

e

3
= 2abJ. 1—(sent)2 cost dt =2ab

]

ola N
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Integrales

1 1

30.- Calcular I;(l - x)z x 2dx

Solucion:

B(p,q) = Ll xP"'(1-x)""dx es la funcion de Euler y en nuestro caso p-1=1/2 y g-1=-1/2
luego p=3/2 y q=1/2.

11
Por tanto la integral pedida vale J.;(1 —-Xx)2x 2dx= B(%,%)

Il
I'(p+q)
20Ul pee

2’2 ) -

F(3+1j r'(2) 1!

Como B(p,q) = resulta
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Integrales

31.- a) La base de un sélido es la region comprendida entre las
pardbolas x = y?, x = 3-2y?. Hallar el volumen del sélido sabiendo que
las secciones perpendiculares al eje X son triangulos equilateros.
b) Hallar la longitud del primer lazo (en el primer cuadrante) de la
curva r = 2 sen (3a)

1

¢) Analizar, sin calcular, la convergencia de la integral I - dx
2 I Lo xt+ %)

Solucion:

a)

Resolviendo el sistema obtenemos los puntos de interseccion

x=y’
Y =>x=1
x=3-y’

El 4rea del triangulo equiltero de lado 2y es: 1/2V3y2y=V3y? 2y

b I 3 1 3 =3-x
V= L A(x)dx = IO \/gylzdx + J.I x/gyzzdx = IO V3xdx + L NE) 5 dx =
33

2

ud

b) Hallar la longitud del primer lazo (en el primer cuadrante) de la curva:
Dibujamos la curva:

Y 72
141.5 .

-2 -1.5 -1 -8.5 /[ ;85 1 1.5 2
1-1
1-1]s
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< Integrales
r =2 sen(3a)} =0
= x=>r1'(a) = 6cos(3a)
r=0 o= ig

L= I:Z it +r?da = KB\/(Z sen(3at))’ +(6cos(3ar))’ dot = 2_[:/3\/1 +8(cos(3a))’ dat
Aproximadamente |4.454964406

¢) Analizar, sin calcular, la convergencia de la integral:
integral impropia de 3" especie, se descompone en suma de dos integrales

o 1 1 1 e 1
——dx=| ——dx+| ——dx
IO Ix(1+x) '[0«/;(1+x) J-1\/;(1+x)
analizando cada una por separado

1 1 11 11 1
——  dx<| —=dx=1lim| —=dx=1im|2vx | =2 es convergente
IO /x(l_l_x) IO /x eaOJ'OJrs /x 390|: j|g v g

k
2
{——} =2 es convergente

E | k1
1
X X

k—oodl x k—o0

J.w;dx
Lx(1+x)
Por tanto, la integral pedida es
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32.- Dada la curva plana y?=(2-x)3/x (cisoide), se pide:
a) Longitud del arco de curva para x € [1,2 ]

b) Area de la regién comprendida entre la cisoide y su asintota.

c) Volumen que engendra la region comprendida entre la cisoide y su
asintota al girar alrededor del eje de abscisas.

d) Area de la superficie de revolucién obtenida al girar la curva
alrededor del eje de abscisas para x < [1,2 ].

Solucion:

4
y

3

2

iy

-1

-2

-3

-4

: b 2
a) Longitud=L = I 1+ y'""dx

. B32-x'x-(2-x)  (+0(2-x) i
(2-x) 1 & - o (1+x)(2-x) X

Y=\ =Y'= = == : ;
X 2 J@-ﬂ3 J@—w3 L (Gl
X X
H(y,)z:l{ a+0(2-x) | J LG ) SN i T
X

\/(2 x)3

XZ
L=["i+y?dx —jz,/2+3xdx
2 X
b) Area=A = j|f(x)|dx 2j ,/ dx.

¢) Volumen=V = TCI f2(x)dx = n.[ (2= dx—I

2 x
d) Area de la superficie = 27tjf 1+ f’ dx ZR_N ‘/2+3de—

DERIVE:

#9:
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Integrales

33.-a) Hallar el drea de la porcion de esfera generada al girar, en

torno al eje y, la gréfica de la funciény = V9 - x* en 0 < x < 2.
b) Hallar la longitud de arco de la curva dada por las ecuaciones

L. x(t) =Int .
paramétricas , enelintervalo 1 < t<2
y(t) =t
c) Estudiar, sin calcular, la convergencia de la integral I 03 x2—12xdx'
Solucion:
2
\ y N2 y 9
2) y=V9-X" =2x=49-y Dx'=-———==1+(x") =1+| - =
NCES NS 9-y*
3=FO) S
JS:F(Z)2

-1

-2

-3

9—y2

Area de la superficie :2n}x./l+(x')2dy=2ni\/9—y2 2 dy = 6n(3—\/§)u2
c J5

DERIVE:
2
#1: AREAY_OF_REVOLUTION(/(9 - x ), x, 0, 2) = m-(18 - 6-5)
o bien, despejando x en la funcion, puesto que se gira alrededor del eje Y

b)
{x(t) = Int {x'(t) 1/t |[(x')) =1/¢
2 :> ' :> 2
y() =t y'(t) =2t (y'(t) =4

(x'(0) +(y'(H) =1/ +4¢

¥

3

2
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Integrales

L= Nx(t) [y®] dt—jx/l/t +4t3dt =

(@) blen, con la funcidn:

2
#2 PARA_ARC_LENGTH([LN(t), t ], t, 1, 2) =

+ _ —

[ J65 5.J13 J5 1 ]
LN
16 16 16 16 J65 J5

2 2 2

c)

1
Jo o=, dx=f) o
0 x*-2x 0 2(X 2) 0 2x
Analizamos cada integral por separado:

I ’ ! dx = j ’ ! dx +I ’ ! dx
0 2(x-2) 0 2(x-2) 2 2(x=2)
es impropia de segunda especie y por ser de la forma I ﬁdx con p=1es
x—b
divergente.
301
.[ —dx

0 2x

es impropia de segunda especie y por ser de la forma J. b;)pdx con p=1es
“(x—a

divergente.

La integral propuesta es _

—I —dX=oo

3 1
-[0 x* —2x _IO 2(x 2)

4

¥
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Integrales
; X = a cos’t
34.- Hallar el perimetro de la curva s
y = a sen’t
Solucion:
[clz:]s::t::u . SIN(E) ]
g o
vl .
__2 .
..1 + e
: A ;
24 -3 -2 -1 W31 2 3 4
: 2
-3 %
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, B vsssririiosssssssissirsrssiss

Obtenemos la grafica y observamos que es simétrica respecto el eje de abscisas y el eje
de ordenadas, luego nos limitaremos a calcular la longitud
de una rama.

L= [ VX @y (Odt= 4] Jx (O +y" (0t = (%)

2
{x =acos’t {x' = —3acos’ tsent {(X ') =9acos" tsen’t
= =

y =asen’t y'=3asen’tcost (y') =9asen*tcos’ t

Sumando x"(t)+y"”(t) =9acos’t sen’t + 9asen*tcos’ t = 9acos’ t sen’t

* = 4I§ mdt = 12|21|J.0g cos tsentdt = 12|a|J.0§%sen(2t)dt :6|a|[—%cos(2t)}: =

DERIVE:
3

3
PAR:‘LARC_LENGTH{[&-CDS&} . asSINCE) ] t, 0, 2.m)

. a|
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35.- a) Hallar el perimetro del recinto limitado por la curva
2x -2x
y = % y la recta y=1

b) Hallar la longitud de las siguientes curvas:

. . x = 2sent — sen(2t
e cardioide (@)
y = 2cost — cos(2t)
e espiral r=e* para a<0O
Solucion:
a)
e +e
4 :x:—ln(2i\/§):>
y=1
e2x _e—2x er _e—Zx 2 e +e 1
'= =1+ =1+ —
Y 2 () 2 4 2
w=EXP[2 %) d4ERPI-2. .. : : y 4
3
Z
4 -3 -2 3

INC2-d3) /2| LNC2443) /2

-1

T e ) N e Y e

In 2+\/— e +e 1 er _e—2x Eln(2+x/§)
R g A P
11’1 2— 2 2 %1,1(2_\/5)

Y el segmento %ln(2+\/§)—%ln(2—x/§):—ln(2—x/§).

Por consiguiente, el perimetro sera. J3- ln(2 -3 )

Aproximadamente, 3.049008704| u
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y =2cost—cos(2t)

{x = 2sent —sen(2t) { x'=2cost —2cos(2t) - (x ')2 =(2cost— 2cos(2t))2
=
y'=-2sent+2sen(2t) |(y')’ =(-2sent+2sen(2t))

(x ')2 +(y ')2 =8—8costcos(2t)—8sentsen(2t)

L= ,[:l \/(X '('f))2 +(y '(t))2 dt = J-:ﬁ \/8 —8costcos(2t) —8sentsen(2t)dt =l

\6

c)

L:I:,/r2+(r')2 da :I_Ow,[(e“ )2+(e°L )2 da:x/EJ._Owe“ do = l
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Integrales

36.- Estudiar la naturaleza de la siguiente integral en funcion de los

b dx
valores de p I ﬁ y calcularla cuando sea convergente.
a(x-a

Solucion:

j b dx - discontinuidad en x=a (integral impropia de 2? especie)

(x-a)

Jb dx . J‘b dx

m
a (x—a)p g0 Ja+e (X_a)P
sip=1
b dx . b dx . b .
_[ = lim =181_r)r01[Ln(x — a)]a+s = 181_r>r01(Ln|b — a| — Lns) =0

»(x—a) 0dee(x—a)

sip# 1
_ P b _a\-r I-p
=] dx limjbd—leim[&} :lim((b )" ¢ j=(*)

(X—a)p - g0 a+s(X_a)p -0 l_p

—_a)"P
Sip>l:>l—p<0:>I:(b1—a)+oo:oo -
-p
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s Integrales

37.- a) Hallar la longitud del arco de curva dada en polares
r=4+2sec(a) en el intervalo [2n/3, 4n/3].

b) Hallar el drea marcada en la figura que encierran las pardbolas:
yz -2(x+1/2) y2-4(x+1) y?=6(3/2- x) y2-4(1 x).

=
o \
—

Solucion:

a)
2 2 2 ’
= = =| 4
r=4+2sec(a) =4+ 05(0) (r) ( + cos(oc)j
r'= 2S€Izl(OL) ( ,)z [ 2sen(a) ’
cos” (o) )= cos’ (o)
(r)2+(r')2=16+ 16 4 +4sen2(oc)

cos(a) " cos’(a) cos*(a)

2
L=["J+(r') da= ‘”3\/ L6 A dseni (@) 5812830804

2n/3 cos(a) cos’(a)  cos’(a)

DERIVE:
2.1 4.1
#1: POLAR_ARC_LENGTH{4 + 2-SEC(0), o, , ]
3 3
4.11/3
4 3
J(4.C0S()  + 4.-COS(x) + 1)
#2: 2. do
2
COS (o)
2-1/3
#3: 5.812830804
b)
y = (X+1/2) X:13y=\/§
=
y =6(3/2 X) x=—l:y:—\/§
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Integrales
y? =2(x+1/2)}:> X:%SYZ*E
UCR I NTRRE
y’ =4(x+1) X—%:‘YZ‘/E
2=6(3/2—x)} XZ%:>Y=—\/E
y2=4(X+1)} {X:0:>y=2
y =4(1-x)] [([x=0=>y=-2

Obtenemos la parte superior y por simetria multiplicamos por 2:

A= (£ ))dx = 2([”2(\/4 (x+1) = J4(1=x) Jax+ [} (6(3/2=x) =2 X+1/2))dx)
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Integrales

38.- a) Estudiar si la integral J'OE cos o

definicion.

b) Hallar el drea generada en la rotacion de la mitad superior de la

————— da es impropia y, en su
V1 - sena
caso, decir de qué tipo es. A continuacion, calcularla aplicando la

cardioide r = a(1 — cos6),a € R, alrededor de su eje polar.

Solucion:

¥

3.5

0.1m 0.2 0.3 0.4 0.5m 0.6 0.7

lim —== =2

(Hg vJ1—sena

a) @ es una integral impropia, pues la funcion es continua en (0, /2)

J?% do = [—2\/1—sena]§ =

b)

-1

S=2n Gj r(0)sen (6)y/(r(6))° +(r'(6)) do =
= 2n]£a(l —cosB)sen(6) \/(a(l ~cos0))’ +(a(send))” =

0

= 2\/§na2j(1 —cos0)"*sen (0)d6 = 2v/27a’ %[(l —cos )" ]Z -
0
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Integrales

39.- En cada instante t, la posicion de un movil viene determinada por
las coordenadas: x = a - cos® (g TJ, y=a -sen’ [g t)
Se pide:

a) Longitud del camino recorrido por el movil entre los instantes t+ = O y
t=1.

b) Area de la superficie obtenida por la revolucion de la curva descrita
por el movil desde el inicio (t = O) hasta volver a la posicion inicial, al
girar alrededor del eje OX.

c) Volumen del sélido obtenido en el apartado anterior.

Solucion:
1
=1
1=0
1 .
2
x =acos’ (Etj X' = —3a X cos? (Etjsen(ﬁt] (x‘)2 :9a[£j cos’ [Et]sen2 (Et)
2 2 2 2 2 2 2
a) = = ,
—asen®| Tt ':3a£sen2[£tjcos(£tj A 4 T 2 T
y [2} y 5 5 5 (y) 9a 5 sen 2t cos 2t

Sumando

2 n n) 4T (T nY 4T 2T nY 2T 2T
x"+y' :9a(5j cos (Etjsen (Et)+9a(5j sen (Etjcos (Etj:%(Ej cos (Etj sen (Etj
2
L=J.:Ul X'Z(t)+Y'2(t)dt=J.Ol\/9a(§j cos’ (gtjsenz (gth
1

3 1 T T 3 11 3 1 3
= 5n|a|J-O oS (Etjsen [Etjdt = En|a| IO Esen(nt)dt :Zn|a| {—;cos(nt)} = §|a|

0

[=]

4
¥

3

"

b

-2 LS -t \%\/ 1 1.5 2
1
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: Integrales

Il
o)
2

[\]
o

(3]

S C— —

w2
a
=]

B
VR
|
—
N—
(@]

o)
w2
VR
|
-
N—
=3
Il
o)
a
)
o
|38
1
=4
w2
a
=]
W
I
-
N
|

:3Tcza3j.1 cos? (Etjsen7 (Etj dt=
0 2 2
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Integrales

40.- Calcular el drea delimitada por la curva r=cos®

Solucion:

Y

Calculamos el area del semicirculo y multiplicamos por 2:

S:ljezr2d6:2lj.5r2d6: [2cos 06 =
276, 27 0

do =1(j"/2de+jmcoszede) _ =l{e+
2\ 0 2

J-n/21+cos29
0 2

NG|

n/
sen20 |"'? _ 2
2

0
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Integrales
41 .- Calcular el volumen del elipsoide.
Solucion:
X2 y2 ZZ
Ecuacidn de la elipse: —+—+—=1
P a> b* ¢

El area de la seccion A(x) es el area de la elipse, cuyos semiejes dependen del punto de
interseccion x

Al cortar con el plano perpendicular al eje OX,

2 2 2 2 2
z X z
y—+—2:1——<:> Y + =1

2 2 2 2\
S
a a
2 2
Semiejes: b /(l—z—zj y C (l—z—ZJ
2 2 2
A(X) = nb\/[l—j—zjc\/(l—z—zj = nbc[l—j—z]

Por consiguiente, teniendo en cuenta los limites sobre el eje X:

V- _]:A(x)dx _ j;nbc(l—z—j}dx - {nbc{x _%ﬂ _
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Integrales

42 .- Hallar el volumen engendrado por la rotacion de la circunferencia
x2+(y-4)?=1 al girar alrededor del eje OX.

Solucion:
Al girar un circulo alrededor de un eje que estd en el mismo plano que el circulo pero
que no corta a éste se obtiene un toro:

Debemos considerar el volumen del cuerpo obtenido al girar la semicircunferencia
superior menos el correspondiente a la semicircunferencia inferior, ya que la generatriz
es una curva cerrada.

y=4+Vl-x";1-x’ 20 x’ <lefx<le-l<x<l;y=4-1-%’
V:n‘[b(fz(x)_gz(x))dx:n'[_ll((4+\/l—x2)2—(4—\/1—)(2)2)dx:
=z (16+8 1= +1-x"—(16-8 1—x2+1—x2))dx:16nrl\/l—xz dx = (*)

1
-1
T
l=sent=t =5
Con el cambio x =sent = dx = cos tdt
o
—l=sent=>t=——
2

(*)= 167{@«/1 —(sent)zcost dt= 161r'|?E cos’t dt =
2 2

_ 1611.[575 1+ 02052‘[ d& =87{t . sen2t}2
75 77'[
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Integrales
43.- La curva r=a sen(2a) gira alrededor del eje polar. Calcular el

volumen obtenido.
Solucion:

. . . . _O . 8 . . .
El volumen es generado por dos pétalos y por simetria el doble del obtenido con un solo pétalo.

2 ) 2 (Z 2 I
V= —che r’sena dao = 2—71]2 r’sena do = 2—nj2(asen20c)3 sena, do =
3 Jo 3 Jo 3 70

T

4 Z 3 4 s 3 _
= Ena3 .[02 (sen2a)” sena dow = gna .[02 (2senocoso) sena da =

32’ 3 g 4 3 (%
?na L sen"acos’ a do = (*)

La funcion beta de Euler permite resolver esta integral.

3
2 3/2)I0(1)
(*) = %naS %B(s /2,2) = ?naﬁ Lo/ /52)1“(2) - ?naﬁ V— =

2 2 2

;r(3/2)1r(1)

16 16

3G/

_?“33275 5y 3 753 73
202 222
22 (2) 222 (2j
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44 .- Hallar la longitud total de la curva dada por las ecuaciones

paramétricas:
x = cos’ t
y = sen’t

Solucion:

t=n/2

-2

Obtenemos la grafica y observamos que es simétrica respecto el eje de abscisas, luego

nos limitaremos a calcular la longitud de una rama.

L:J.:l X'z(t)+y'2(t)dt:2j.§ X" (t) +y"” (H)dt = ()

Calculamos las derivadas:
x'(t)=—2cost sent [x"(t)=4cos’t sen’t
y"(t) =9sen*tcos’ t

(*)= 2_[05 \/cos2 tsen’t(4 +9sen’t)dt = -

y'(t) = 3sen’tcost
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45.-Calcular la longitud del primer paso de la espiral de Arquimedes
r = a® con a>0.

Solucion:

-6

Tenemos que: r=af, luego r’=a, por tanto,

L= j: Jrar® do = [Va’e? +a® do=a Vo' +1d0=(¥)

Con el cambio: 0 =sht = db = chtdt = t = argsh6

argsh(2n) argsh(2m) argsh(2m) ar, sh(27:)1—|— Ch2t
(*) = ajo S Jsh?t +1-chtdt = aIO : ch’t - chtdt = ajo S chtdt = ajo : S tdt=

. argsh(2m) o
[t+M} =%[argsh9+9\/92 +1}
0

a
2 2,

2n
-1 -
2 0
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46.- Dada la curva r = 3cos(3a)

a) Estudiar el dominio de r.

b) Hallar el drea limitada por los tres lazos de la curva del
enunciado.

Solucion:
a) Para pertenecer al dominio de r son todos los numeros Reales menos aquellos
que hagan a r menor que cero, infinito o no sea un n° real.
Resolvemos la ecuacion trigonométrica:

T
6
=3 3
r=3cos(3a) 0=3cos(B3a)=> a= kid
r=0 2
_r
6
Dibujo de un lazo (-n/6< o <n/6):
¥
T2 -+
, t t t "-df’:'-'_'_:\-h\\'
4 -3 -2 1 \lf——sz’i 4
._2.
._3.
4.

a) Dominio de r:
Solamente consideramos r=cos(30)>0, luego, 3a variando en:

—§+2nnﬁ3aS—§+2nn:> siendo ne N

que es el dominio de r(a).

4 .
3 -
2 -
1 -
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b) Area encerrada por la curva:

- _‘—\-\._\_\.
I .

N, ™, Si a=m/6 =r=0

A * Si a=0 =r=3

Es 6 veces el area encerrada por medio lazo (o tres veces el area encerrada por un lazo)

_ 1 % 9 _ 1 pwe 5 _ /6 , ~ n/61+c0s(6a)
A—E LT doc—6§.[0 (3cos(3ar)) doc—27.|‘0 cos (30()d0t—27j0 )

27 sen(6a) T 27n
=—|la+——| =——=
2 6 |, 26

da =
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47 .- a) Hallar la longitud del arco de la curva:
X=cost+tsent
y = sen t - T cost
desde el punto (1, 0) hasta el punto (-1, =).
b) Realizar una grafica aproximada de la longitud que se pide.

. > cos X .
c) Hallar el drea encerrada entre la funcion A —serx y el eje x
— senx

entre O y m.

Solucion:
a) Se calcula t para el primer punto (1, 0) para ello se resuelve el sistema de ecuaciones:

x=1 = cost + tsent 1> = (cost + tsent)2
= ,

y=0 = sent — tcost =(sent — ‘[COS‘[)2

1=cos’ t+sen’t+t’ (senzt + coszt) =1+’ =
Se calcula t para el segundo punto (-1, )
{X=—1 = cost + tsent {(—1)2 = (cost + tsent)2
—

y=7 = sent — tcost 2 :(sent — ‘[COS'[)2

1+7n° =cos’ t+sen’t+t (sen2t+coszt) =1+t =[t=1]

Célculo de la longitud de la curva desde t=0 a t=n

{x =cost + tsent {x' = —sen t + sen t+tcost=tcost (x ')2 = (tcost)2
= = ) )
(v') =(tsent)

(x )+ (y')2 = t’cos’t + t’sen’t=t’

y=sent — tcost y'=cost —costttsen t=tsen t

t T . n 5
L:L; XvZ(t)+yvz(t)dt:j0\/t7dt=j0tdt:Btzl:n?u

b) Representacion grafica de la curvadesdet=0 at=mn

DERIVE
#1: [COS(t) + t-SIN(t), SIN(t) - t-COS(t)]
: : : : T4
— ¥ |
T2 .
1+ b
4 -3 -2 1 }a11 2 3 4
. . . . F—2 . .
r—3
-4

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. &3



-]

S,

Integrales
COS X

V1 —senx

¢) Hallar el area encerrada entre la funcion f(x) = yel eje x entre 0 y 7.

Representacion grafica:

DERIVE
COS(x) )
#2: IF[0<X<7T,
J@ = SIN(X)) J
. . . ...q_
Y13
= . . u
-4 -3 -2 -l -1 2 3 4
. . . . .._2 . . . .
.._3 . . .
-4 . . :

La funcion f(x) no es continua en x= /2, ya que el denominador se hace cero en /2.
Jl-senx =0 < senx =1< x =§e [O,n]

dx =

b /2 b
COS X COS X
A—:!.|f(X)| dx = -([m dx + I

“a|W1—senx
[—2\/1 —senx I/z + [‘—2\/1 —senx sz =2+2= |4 Ju?
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48.- Dada la curva r? = 4 cos(2a). Calcular:

a) Dominio de r

b) El drea limitada por la curva dada (Explicar los limites de
integracion)

Solucion:
a) Dominio
Resolvemos la inecuacion 4cos(2a) > 0
cos(2a)=0=2a =arccos0 =>2a=m2+nk=a=n/4+m/2k

.. V4 RY/ Y 4 T
I €s positivo en O’Z U T’_ J|—, 27

4 4

Dominio der =

b) Calculo del area:
1* forma: Integrando cada parte del Dominio:

_1 A, _1 n/4 1 Sm/4 1 2n B
A= —j r'do = Ejo 4cos(2a)da +EJ.3H/4 4cos(2a)da +5Ln/4 4cos(2a)do =

2

- %[zsen(za)]g/“ + %[2sen(2a)]j:jj + %[2sen(2(x)]::/4 =1+2+1 :.

2% forma: El area pedida consta de 4 partes iguales, es decir

1 ¢ 1
E.[o ) 4cos(2a)da = 5[Zsen(2a)]

/4
0 =

1

Area total = 4¥] = -
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49.- Se consideran las curvas cuyas ecuaciones en coordenadas polares
son r = Ja y r = 2(a - 1). Calcular:

a) El drea encerrada entre ambas curvas entre sus puntos de
interseccion: el origen de coordenadas y el punto de interseccion en el
segundo cuadrante

b) Perimetro del recinto anterior

Solucion

Denominemos a las curvas 1, = Jo y 1, =+2(a—1)

Dominioder;: 00> 0
Dominio de r2: (a-1) >0 = a>1
La interseccion de ambas curvas se obtiene haciendo r; = r2 de donde se obtiene el
angulo o = 2.
La representacion grafica de ambas curvas es la siguiente:

1.5

a2 o 1 pa 11,7
dea=0ya=2 A= — Tda=—| oda=—|-a | =1
2 a=0 2 a=0
0
El area encerrada entre la segunda curva y el origen polar entre esos mismos valores
. 1 pe=2 1 po=2 3 Ir, 2 1
angulares: Ar= EL r,do = EL:O 2(o—1)da = 5[0( - 0(]0 =3

1
El 4rea encerrada entre ambas ser4, por tanto, A = Aj-A, = [=|u?

b) El perimetro viene dado por L = waz N1t +1r”da

En nuestro caso el perimetro sera la suma de las longitudes de las dos curvas que
encierran el area y se calculan

L| :J'O‘z\’rlz +I’1 QdOLZJ‘:JOC'i'‘I.Ld()tz 2.583 u
o o
“Z/ r,"da = j\/a— +4(1 )da~1293u

a_

(Esta integral no puede calcularse, pero si se puede obtener un valor aproximado, por
ejemplo, con Derive). Asi que el perimetro vale P =L, + L, ~ 3.877u
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50.-Hallar la longitud del arco de la curva r = 1 + cos© (cardioide) que
esta situado en el primer cuadrante, respondiendo a los siguientes
apartados:

a) Dibujar la grdfica de la curva dada y sobre la gréfica resaltar la
longitud L del arco de la curva que esta situado en el primer cuadrante.
b) Indicar y explicar los limites de integracion.

c) Escribir la formula teérica para calcular la longitud de una curva en
forma polar.

d) Solucion del problema.

Solucion:
a) Dibujar la grafica de la curva resaltando la longltud pedlda

L] [Tk 4 L]

Primer cuadrante: si6=0°=r=1+cos 0°=1+1= 2
si0=90°=>r=1+c0os90°=1+0= 2

Para calcular la longitud del arco de la curvar =1 + cos 0 situado en el primer

cuadrante, el &ngulo 0 va desde .

0,
¢) Formula tedrica: [L = L NP +r? de
0

dL= \/r +r”do= 1+cos@ +(=sen6)* d0 =2 [* Vi +cos6do = -2
0
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51.- Sea la funcion f(x) = senx - xcosx. Calcular aproximadamente el
valor de:

a) El drea encerrada por f(x) y las rectas x = -n, x = n y el eje OX.

b) La longitud del arco de curva de la funcion y = f(x) entre los puntos
(-m, -m) y (r, m).

c) La superficie de revolucion generada por el arco de curva anterior al
girar alrededor del eje de abscisas.

Solucion:

a) A= i|f(x)| dx = Zji(senx— xcosx) dx = 2]5 senx dx — 2i3cos xdx =
a 0 0 Ou

dv

v 0 0 v du

b) L= [ y1+(f'(x)) dx

f(x)=senx —xcosx = f'(X) = cos X —CcOS X + X S enx = Xsenx

L= J‘:«/1+(f’(x))2dx = 2j:\ll+(xsenx)2dx zu

b T

¢) S, =27tjf(x),[1+(f'(x))2dx=2-21tj(senx—xc0sx) 1+(xsenx)2dxz
a 0

82.20904341)u?

=2[—c0sx];t —2[{3&9_)(‘} —J‘|S££1_X' g’§J=4—2[cosx]:)t =4+4=[8u?
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52.- Hallar el drea encerrada entre las funciones f(x) =

g(x) = % para x > 3

x2 +1

4

Solucion:

0.2

0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.15

-0.2

El 4rea encerrada viene dada por A4 = L°°| f(x)— g(x)|dx = L°° (f(x)— g(x))dx

Se trata, por tanto, de una integral impropia.
Puesto que se comprueba que la inecuacion

fx)>gk) <

Resolviendo

1 1 : )
>—— >— es cierta para x >3 es decir,
x+1 x

b
o 1 1 b 1 1 _1 T 1
A= —— |dx =1lim —— |dx=lim| arctg(x)——— | =| —+0—arctg(3)—— |~
L (x2+1 x3] b0 3(x2+1 x3j bﬁw{ g( ) 2x2:|3 |:2 2(3) 18:|
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53.- Para la funcion f(x) = se pide:

x? +1
a) Representar la funcion

b) Calcular el drea encerrada entre la funcion y el eje de abscisas

c) Calcular el volumen generado al girar el recinto limitado por f(x) y el
eje de abscisas alrededor de dicho eje.

Solucion:

a) Se realiza una representacion grafica aproximada con Derive

¥

-1

-2

-4

Datos analiticos:
1. Dominio de f(x) =R
2. La funcion es simétrica respecto del eje OY pues f(-x)=f(x)
3. Corte con los ejes coordenados. No corta porque la funcion siempre es
positiva
4. Asintotas:
a. Verticales no hay puesto que Dom(f)= R
b. Horizontales

1. lim =0 asintota horizontal eje OX

0 |4 x

2

ii.  lim " =0 asintota horizontal eje OX
X—>—00 + x
Con lo cual ya se tienen todos los datos necesarios para plantear la integral. Se trata

de una integral impropia pues el intervalo de integracion es [—o0,0]

2

b) El area viene dada por (por ser una funcion simétrica respecto del eje OY)

A= J.Oc dA=2 I - f(x)dx = 2Iw;dx se trata de una integral inmediata
- 0 0 (1 +x°

)

A=2 %im[arctgx]z =2 Dlm arctg(b) - arcth} = 2% = u?

¢) La expresion general del volumen generado por una funcion cuando gira alrededor
del eje de abscisas es:

El volumen del elemento diferencial (cilindro recto de radio f(x) y altura dx) viene dado
por la expresion dV =n £ 2(x) dx
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Y

———————p

<>

., . d ., .
Por tanto, el volumen de revolucion buscado viene dado por la expresion (aplicando la
propiedad de simetria de la funcion)

T

2 b i
v=2f"av=2x U gy =2 tim]| 28 o 27| 240|-(0+0) |=
0 0 (1+x2) b 2 2(x"+1) |, 2

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 91



Integrales

x(t) = In(t)

y(1) = %(f + <

54.- Para la curva dada en forma paramétrica

pide, para el intervalo 1 < t+ < 10:

a) Representar la grafica

b) Longitud del arco

c) Superficie encerrada entre la curva y el eje de abscisas

d) Volumen de revolucion engendrado al girar el area comprendida
entre la curva

e) Superficie engendrada al girar alrededor del eje OX el drea
comprendida entre la curva y el eje de abscisas

Solucion:

a) Se representa la curva
Campo de variacion de t, cualquier valor de t del intervalo dado
No tiene sentido estudiar las simetrias pues en el intervalo dado, t es siempre t>0
Puntos criticos

x'(2) =l x'(t) = ! # 0 en el intervalo dado
t t

=
0= 0= 0 siot
y 20 ¢ Y 20 £

intervalo de estudio
x(1) = ln(l) =0
y(H=1

En el intervalo dado, la curva tiene una tnica rama que va de P(O, 1) a Q(ln 10,%}

()
() _ 2 -l

£ .. :
= que es positiva en todo el intervalo y por tanto, la
x'(t) 1 2t
t

ambas derivadas existen en el

Punto critico t=1 { punto de tangencia horizontal

f'x)=

funciodn es creciente.

. "Ox')-x"@)y't) ¢ +1
i< YOO OO £+
[x'()] 2t
la funcion es concava.

Dibujo de la grafica de la funcion en el intervalo dado:

que es positiva en todo el intervalo, por lo tanto,
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b) La longitud del arco de curva viene dado por la expresion

dl:\/[x'(l)]2+[y'(t)]2dt:>d1:\/B} {tz 1} di = t4+2t2+1dt=t2+1dt

217 217 2t
4 fz +1
Por tanto, L :J. ?d

Como It—ﬂd —L—E+C

2t

10
La longitud buscada es L = [i —E} = 2 =
2 t], 20

¢) La superficie encerrada entre la curva y el eje de abscisas viene dada por

A= J‘:l y(t)x'(t)dt = J‘llo y(H)x'(t)dt = dA = %(l + ljldt

t)t
1

J.l t+-|-dt=———+C ..... obsérvese que es la misma integral anterior
2 t)t 2 2t

10 10
A 101(”1)1&{1;} :A:[i_z} _9_
1o ) 2 2t 2 t] 20

d) El volumen de revolucion viene dado por

(t2 + 1)2

dv =z[y'@)] x'()dt = AV =r
2
£ +1 4_
Comojﬂ( 3)dt:7rln—t—t 21 C
4¢ 2 8t

2
(+1) [mz t“—lT [mlo 9999}
dt=rm|—- = +
1

2 8t | 2 800

e) La superficie lateral de revolucion viene dada por

dS =27 y(t)dl = 27ry(t)\/[x'(t)]2 +[y'@)] dr

2
2 +1
dS=2zzy(t)dl=27r%(t+%jt +1dt=7z( ) dt

) 2
Comoj (t 2—;1) dt =Int v

t +1 40
—;r_[lo dt— lnt+t 21 (1 10+%j
4 | 400
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55.- Hallar la superficie de revolucion generado por la lemniscata de
x(t) = 4 cos(t)

EcHacton v (+) = 4sen(t)cos(t)

}al girar alrededor del eje de abscisas.

Solucion

Hallamos los valores de t para los que y=0

[+
o

0 =y(t)=4sen(t)cos(t)=>t=40

I+
a

T x=0
—=
2 y=0
x=4
0=
y=0

t=

Luego (0, n/2) son los puntos de interseccion del primer lazo con OX

f
Para obtener la superficie, tenemos: S, = ZnI y(t)\/(x’(t))2 + (y’(t))zdt

to

x(t) =4cos(t) } . x'(t) =—4sen(t)
y(t) = 4sen(t)cos(t) y'(t) = 4cos’ (t) —4dsen’(t)

/2

S, =2-2n I 4sen(t)cos(t)\/(—4 S en(t))2 + (4cos2 (t)—4sen’ (t))2 dt ~ u2
0
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56.- Dada la funcion f(x) = % siendo p un ndmero real tal que p > 1
se pide
a. Calcular paso a paso la integral E f(x)dx siendo a>1 un ndmero real

b. Indicar de qué tipo de integral impropia se trata.

Solucion:

© 1-p d I-p 1-p 1-p
a. [ f(x)dx =lim [ ! poydy=lim| 2 | —tim| S| Jg_
a d—xda d—o l_p . d—o l_p l_p l_p

b. Se trata de una negral impropia de primera especi¢
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57.- Dadas las siguientes curvas por sus ecuaciones polares: ri(a) = 2
sen(2a). rz(a)=1, se pide:

a) Calcular el dominio de las funciones ri1 y rz (r120 ; r220)

b) Estudiar las simetrias de r1y r2.

c) Obtener las intersecciones de r1 y ra.
d) Hacer un grafico esquematico de ambas curvas.
e) Calcular el valor del drea encerrada entre ri1 y r2.

Solucion:
a.

2 €[0, 7]
na)z0s sen2a)20 < Sae
2 (27,37

rn(a)=20Va e-

b.
r(-a) = 2sen(—2a) = -, (o) no hay simetria respecto del eje x

r(r - a) = 2sen(2(n — a)) = -r,(a) no hay simetria respecto del eje y

r(a + 7) = 2sen(2(a + 7)) = r(a) |SIMETRICA RESPECTO DEL ORIGEN

r, (ar) es una circunferencia por lo que presenta todas las -

c.
Las intersecciones (del primer cuadrante) se obtienen de resolver la ecuacion

V2
1 200 = g
2sen(2a) =1< 2a = arcsen (—j = =
2 r_3%

6

Como ambas funciones son simétricas respecto del origen, las otras dos intersecciones
vendran dadas por:

Obviamente, en los cuatro puntos, r=1
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. . . _2 . . .
Dado que ambas curvas son simétricas respecto del origen de coordenadas, el area total
se puede calcular como el doble de la encerrada en el primer cuadrante. Por tanto

1¢Z, 12, 1¢Z ,
— — — 12 12 2
A, =4 +A4,=24,=2 2J;) no(a)da + 2.[1,; r, (a)da + 2.[?; n (a)da}

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.

97



y " 3
A S

Integrales

58.- Dada la funcion f(x) = % siendo p un ndmero real tal que p<1 se

pide:
a. Calcular paso a paso la integral j': f(x)dx siendo a>1 un ndmero real.

b. Indicar de qué tipo de integral impropia se trata.

Solucion:

a a 1-p 4 1-p 1-p 1-p
a. [ f(@dv=lim [" f(x)dx=lim| =— | =lim|<—- d’ | _a
0 d—0Jd -0l T—p J >0l 1—p 1-p 1-p

b. Distinguiremos dos casos:
Si p<0 es una integral definida
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59.- Dadas las siguientes curvas por sus ecuaciones polares: ri(a) = 2
cos(2a); rz(a)=1, se pide:

a) Calcular el dominio de las funciones ri1 y rz (r1>0 ; r2>0)

b) Estudiar las simetrias de ri1y rz

c) Obtener las intersecciones de ri1 y r2
d) Hacer un grdfico esquematico de ambas curvas
e) Calcular el valor del drea encerrada entre ri1 y r2

Solucion:
a.

ra)20<cos(2a)20& 1 2a e |:%7Z’,§7Z’:| =>ae [3—”,57”} =

na)z20Va e

b.
r(—o)=2cos(—2a)=r,(a) SIMETRICA RESPECTO DEL EIE X

r(n—a)=2cos(2(m—a)) =r(a) SIMETRICA RESPECTO DEL EJE Y

r,(o+m) =2cos(2(a+m)) =r(at) |Es simétrica respecto del origen|

r, (@) es una circunferencia por lo que presenta todas las -

c.
Las intersecciones se obtienen de resolver la ecuacion

2cosRa) =1 2a = arccos(%) < 2a = % =>aq, = %

Como ambas funciones son simétricas respecto del los ejes X e Y, se pueden obtener
solo las intersecciones del primer cuadrante y luego calcular el resto por la simetria

Por la simetria respecto del eje x a, =27 —% = %

. . . St T
Por la simetria respecto deleje Yo, =7 —a, = a; = o ya,=r+a, = o

Obviamente, para todos los puntos, r=1
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Integrales
1.5
0.5
- -1.5 1 -0.5 0.5 1 1.5
-0.5
-1.5

-2

Como ambas curvas son simétricas simultdneamente respecto de los eje X e Y para
calcular el area total encerrada se puede calcular el area encerrada en el primer

1z \/5}

| e
AT = Al +A2 +A3 +A4 =4A1 =4|:EJ.O rzz(a)da+5-[£r12(a)da:| = 4|:Eg+1—_

cuadrante y multiplicarla por 4.
s

2
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Integrales

x(t) = In(1)
60.- Para la curva dada en forma paramétrica 1 1) se
y(t) = E("’ + 2

pide, para el intervalo O < x ¢ 1:

a) Longitud de la curva en el intervalo x € [0, 1]del eje de abscisas.
b) Area encerrada entre la curva y el eje de abscisas en dicho
intervalo.

Solucion:
a) Se representa la curva
1, . Hay que ver a qué valores de t corresponde el intervalo dado
sobre el eje OX.
/ Despejando ¢ = e* por lo que el intervalo sera
tele’,e'l=te(le]
——i—“ Campo de variacion de t, cualquier valor de t del

intervalo dado
No tiene sentido estudiar las simetrias pues en el intervalo dado, t es siempre t>0
Puntos criticos

x'(t)= % x'(t)= ! =0 Nunca en el intervalo dado
4

5 = 5 ambas derivadas existen
y'(t):l(t _lj y'(t)zl(t _1]=0©z=1
20 7 20 7
en el intervalo de estudio
x(1)= ln(l) =0
y()=1

Punto critico t=1 { punto de tangencia horizontal

En el intervalo dado, la curva tiene una
tnica rama que va de P(0,1)a

0= {1,%& + éﬂ ~[1,1.54]

Dibujo de la grafica de la funcién en el

intervalo dado: s & -4 -2 2 4 6

-4

%

Como la funcion es continua en el intervalo se puede aplicar la regla de Barrow
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s’ Integrales
a) La longitud del arco de curva viene dado por la expresion
2
1 -1 t'+267 +1
} =

dl = \/[xv(t)]z +[y'(t)]2dt:>dl = \/[;T { ¥

et? +1
Por tanto, L = L 2—tzdt

2
1
dl=t +

dt
2¢* 2t

2
Como Itz—;ldt=%—%+c

b) La superficie encerrada entre la curva y el eje de abscisas viene dada por
dA=y(t)x'(t)dt = dA = %(r + %)%dt

jl(t + ljldt _L 1 + C ..... obsérvese que es la misma integral anterior
t

2 2 2t
:_

102
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61.- Dada la funcién f(x)=x2 obtener los siguientes volimenes de revolucién

a) Volumen engendrado al girar el area encerrada por la curva y el eje OX,
entre x=0 y x=2, alrededor del eje OX.

b) Volumen engendrado al girar el drea encerrada por la curva y el eje OX,
entre x=0 y x=2, alrededor del eje OY.

Solucion:

2 57
a. El volumen viene dado por V = jzn(xz) dx=| 12| = 32 =
0 51 5

b. El volumen viene dado por el volumen del cilindro exterior menos el volumen que genera el
area encerrada entre la curva y el eje OY

¥

4

=2 4n=161 u’

El volumen del cilindro exterior es V

cilindro
4

4 4 2
El volumen del area encerrada viene dado por V... = I . nx’(y)dy = IO nydy = |:1t y7:| = u3

0

Por tanto, V=16nt—-8n =-
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Integrales

62.- Determinar las dreas siguientes:
a) Encerrada por la funcion f(x) y el eje OX siendo

x4—6 si —6<x<6
] x"+6
f(x) = 3
m en otro caso

b) Encerrada por la curva r(0) = |a sen(20)| cona>0

c) De la superficie engendrada al girar alrededor del eje OX, el lazo de la curva
9y?=x (3 - x)?

Solucion:

a) A:Hf(x)| dx

i 3 ¢ x—6 7 3
e e e | e g
C1xT=x-20 X7 +6 < |X"—x—-20
1/4 6-/6 + 431 6-/6 + 431
24 .ATAN +
1/4 1/4
\ 430.(2-54 -1 430-(2.54 +1) )
_— - _
1/4
1/4 [ 2.54 -6-4J6 - 1 }
24 .LN|-
L 1/4 J 1/4
2-54 +6-06 +1 LN(55) 24 .m
+ + ~ [4.794039633|u’
4 3 2

16
b) S=— | “r’do
270
Obsérvese la simetria de la curva y que el maximo se obtiene para

r(0) =|a sen(26)|=1=6 :g
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-1

Se trata de una rosa de 4 hojas. El area encerrada se obtiene integrando y multiplicando por 8 el area

encerrada por la curva entre los limites 0 y n/4, es decir,
1

/4
4 0

¢S, =2nfff(x) 1+(f'(x))2dx

3 -2 4 W3\q\ﬂ
. . . 1_ 2 . . . . .
1-3

Para la parte superior de la curva para 0<x<3, tenemos

9y’ =x(3-x)’ :>y=%(3—x)\/;:>y'= 1=x

2Jx
sustituyendo en la formula

sL=2an(x)./1 +(f(x)) dx = 2ni§(3—x)\/§ /1+[2§j dxz"
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. 1 enis /4 /4 1-cos(40
S=- jel r’d = 8 [ (asen(20))’d0=4a’ | " sen’(20)d6 = 4a’ preostis)
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2
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Integrales

63.- Calcular:
a) La longitud del arco de la pardbola y = x? - 2x + 5 comprendido entre los

3 17
untos (1, 4 —.— |-
puntos 1, 4y (3,57
b) El area interior a la circunferencia de centro el origen y radiol (ecuacion en
coordenadas polares r = 1) y exterior a la curva r = cos’ a..

Solucion:

a)

(3/2,17/4)
(1,4) '

1 1.5

La integral L = J.b J1+y"”dx proporciona la longitud entre x=a y x=b
y=x"-2x+5=y'=2x-2

L=J'ab 1+y,2dx=J-l3/2\/mdxzf/zm¢(= %(ln(1+\/§)+\/§) u

b)

Sean r=f(a) y r=g(a) dos curvas continuas en [al,az] y tal que O0<g(a)<f(a) en

[oc1 , ocz] , entonces el area comprendida entre ambas curvas es:

A= [ (@) -2 (@) da

Buscamos los valores de oo que corresponden a la interseccion de las curvas:

2 -n 5 —n/2
r=cos” a 5 r=cos” a 5
: }:cos a=1=a=<0 ypor otra parte 0 }:cos a=0=>a=<0
= s = /2
Aplicando la férmula anterior y multiplicando por 4 debido a la simetria:
_ 1 o, 5 ) _ 1 /2 ) > 2 _ /2 4 _ 5_1'5 2
A—EL] f(a)—g () da—45j0 (1 —(cos oc) )da—2 . (l—cos oc)da— g u
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Integrales

64.- Dada la funcion f(x) = , cuya grdfica es la de la figura, se pide:

x}+x2-2
a) Calcular el drea encerrada por f(x), x = -2 y el eje Y.
b) Calcular el drea encerrada por f(x), y el eje X en [2,).

c¢) Estudiar la convergencia de I lzf(x) dx.

d) Estudiar la convergencia de I :f(x) dx .

Solucion:
Primeramente, calculamos una funcidon primitiva de f(x) por el método de descomposicion en
fracciones simples, podemos escribir:

1 B 1 __A  Mx+N LA +2x+2)+(Mx+N)(x—1)
X+x* -2 (x-Dx*+2x+2) x-1 x*+2x+2 (x —1)(x* +2x+2)
Obteniendo

A=1

A+M=0 51

2A-M+N=0;= M:—g
2A-N=1 3
N=—
5

Sustituyendo los valores obtenidos podemos resolver
1 1 —1/5x—
I=J' L dX=I /SdX+J. /5x 3/5X=
X +Xx -2 x—1

x> +2x+2
e e
x> +2x+2 x> +2x+2
1 x+1-1
_gln|x_1|_§sz+2x+2 X_§IX2+2X+2 -
=lln|x_1|_ll 22(x—+l)d _E . 1 X =
5 529 x7+2x+2 5YXT+2x+2
=lln|x—1|———ln(xz+2x+2)—zj ! =
5 59 (x+1)° +1
1 1 2 1 x—1|
=—In|x —1|-—In(x*+2x+2)-= 1 ==-—1 —— 1)+C=
5 n|x -1 o n(x +2x + ) 5artg(x+ )+C n =3 artg(x +1)+
5
1
-3 -1 1 2 3
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Integrales

a)
1
2<x<0A0>y>
#1: 3 2
X +x -2
r—1
1 I B
. -2
Area=| ————dx= ——artg x+1 =
0 x'+x-2 { VxP+2x 42 ( )l
[-2-1]

2 1 2
= ZIn ——artg(—2+1 —(——ln2——artg 1 j:
50 J(-2) +2(-2)+2 225ty

LS ) S LU I S
55710 52 10 52

b)
1
2<xA0<yc<
#2: 3 2
X + X -2
0.3
0.2
0.1 . +
1
-0.1
-0.2
1 T e | '
, K X —
Area = dx =lim dx = lim | - In——————artg(x+1) | =
e e
L |k ] 2 (1 |2 1| 2 j
—lim ——artg k+1 ——artg 2+1
:—z£+garctg3+Lln10=—E+E E—arctg(lj +Lln10:
52 5 10 5 52 3 10
c)
1
l<x<2A0<ycx<
#3: 3 2
X +X =2
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1
lim X +x*=2 _
x—1* l 5
1

1
J.Z#dxz
Ix +x" =2
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Integrales

65.- Calcular I:e'”z dx .

Solucion:

2 ., o 2 o 2 . .
Al ser ¢™ una funcion par tenemos que I e’ dx= 2.[0 e™ dx con el cambio de variable x*=z

00

resulta 2xdx=dz y con los limites de integracion iguales ya que 0>=0 y oo*=c0. Por tanto,

o o] e et Lol Larfre ()
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66.- Considerando la circunferencia de radio R en coordenadas polares, hallar:

a) El drea del circulo.

b) La longitud de la circunferencia.
c) El volumen de la esfera.

d) La superficie de la esfera.

Solucion:
La expresion de la circunferéncia de radio R en coordenadas polares es: r=R.

A= %J: r* da =%ER2 da =.

b) Longitud de la circunferencia de radio R
L=[" \r +(I")2 da =2I0n\/R2 do :.

¢) Volumen de la esfera de radio R

V:znrzf sen o dOL:%nIWR3 sena do =
3 37

d) Superficie de la esfera de radio R

S, = ZnI: rsenayr? +(r') da = 271,"07I Rsenay/R2do = 47R > J-On senadol :.

a) Area del circulo de radio R
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67.- La tasa de variacion en la poblacion de conejos es :—: = 1,21?21._ f?;,l (t

tiempo en afos) Hallar:

a) Al cabo de cudnto tiempo es mdxima dicha poblacion.

b) Si la poblacion inicial de conejos es de 50 unidades, hallar el nimero
mdximo de conejos.

c) ¢Se extinguiran los conejos?

Solucion:
P(t) es el nimero de conejos después de t afios.

a) Buscamos el maximo, es decir, un punto extremo de la funcioén P(t). Para ello resolvemos la
ecuacion dP/dt=0
P 100-2
P _ 10025t o,
dt t"—-8t+16,1
Confirmamos con la derivada segunda que es un maximo

d*p d(de d( 100 - 25t j_—25(t2—St+16,1)—(100—25t)(2t—8)_25t2—200t+397,5

d’ deldt)” del € -8t+16,1 (t2—8t+16,1)2 (t2—8t+16,1)2
Para t=4

2 2

d 5’(4): 25-47-200 4+3927,5 . 950<0

dt (47-8-4+16,1)
P es maxima al cabo de
b)
P(0) = 50 es el namero inicial de conejos.
j4d—Pdt=P(4)—P(0):P(4)=P(0)+I4d—Pdt=50+j42100idt 50+ 221006D 113 5175

0 dt 0 dt 0t —8t+16,1 2

Al cabo de 4 aiios la poblacion sera de

¢) (Existe un valor de t=x para el cual P(t)=0?
10x* —80x +161

25In
10025t o ( 161 jojx{33.64675725>0

0 t*—8t+16,1 2

En 33,65 anes, no habra conejos

50+ | 5———————dt=5
-25.64675725

4a(
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1
1- x?

b) Calcular la derivada de la siguiente funcion: F(x) = Il:x e dt

c) Calcular el volumen engendrado al girar el drea encerrada por la curva y =
x? el eje OX, entre x=0 y x=2, alrededor del eje OX.

d) Calcular B(l 1)

68.- a) Demostrar que si y = arg th x, entonces y' =

2'2

Solucion:
a)

! 1 1 1 1 1 1 1
'= (argthx) =| —In(l1+x)——In(1-x) |'=— - =
Y (g ) (2 ( ) 2 ( )) 21+x 21-x 1-%x°
Otra forma;:

shy 2 1 1

=argthx = x=thy=—= = 1=(1-th*y)-y=y'= =
T g y_Chy derivando respecto x ( y) y y l_thzy 1_X2
b)

Sea G(x) = IX f(t)dt = G'(x) =f(x) siendo f una funciéon continua en [a,x]
Consideramos la funcién continua en R: f(t) = e’ y g(x)=x>, h(x)=Inx funciones derivables.

Entonces: F(x) = L:; eCdt = JTX eCdt+ LX} e'dt = IX3 edt— J.:nx edt=

n a

=f“ﬂom—fmﬂom=G@@»—Gm@»

Derivando:
F'(x) =G '(g(x))g'(x) - G'(x)h'(x) = f(g(x))g'(x) - f(h(x))h'(x) = f(x*)3x* = f (In X)% =
= 3x2e(x3)2 -le(lm‘)2
X
©)
VZTELb yzdxznj‘:(x2 )2 dx =7cJ'02x4dx ﬂ{%sl = z?sn u’
d)

Aplicando la propiedad ﬂ(p, q) — 2J‘05 sen® 't cos2®! dt

11_%%4 2%71_%_7[_
'B(E’Ej_zjo sen 2 tcos dt—Z.[O dt—25_
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1
69.- a) Demostrar que si y = arg sh x, entonces y' = ———
‘ que sty = arg Ve
b) Calcular la derivada de la siguiente funcion: F(x) = I . _Intt dt

e2

c) Estudiar la convergencia y, en su caso, calcular el valor de la integral de
f(x) = tgx en el intervalo [O, g]

d) Calcular 1(4)

Solucion:
a)
1+ 2x

y'z(argshx)':(ln(x+m)) o 2NxP+1 1

B X+\/X2+1 _\/x2+1

Otra forma;:

gt 1 1
y=argshx = x=shy = I=chy y=y'=— = =
derivando respecto x Chy chzy—shzyzl \/Shy2 + 1 \/XZ + 1

b)
Sea G(x) = IX f(t)dt = G'(x) =f(x) siendo funa funcidén continua en [a,x]
Consideramos la funcién continua en R: f(t)=Int/t salvo en el cero que est4 acotada y g(x)=x,

fmmMndﬂwmﬂ&EMmm%:F@)=It%¥&=]gmﬂom=(ﬁgx»

Derivando:

, In: 3 In(x®
1) = G (g0 () = F(e(x))g () = F(x*)3x” = Bt b= 3

¢)

. o . , T
Impropia de 2° especie puesto que no esta acotada en XZE.

T s T

> . [5¢ . [5¢ senx
I=Iztgx-dx=llm 2 tgx-dx =lim|?

0 £—0J0 040 COS X

-dx =

&0

= lim[~In(cos x)]?s = lim (— In(cos (% — gj —(—1In(cos 0))) = —(~»)=o. DIVERGENTE

d)
Sabiendo que I'(p) =(p—1)! para cualquier p natural
r'(4) =3!1=32.1=[g
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70.- a) Demostrar la siguiente relacion: arg sh x = In (x +/x% + 1)

b) Calcular la derivada de la siguiente funcion: F(x) = Ix ﬂdf

7

c) La curva y? = e"?* gira alrededor de su asintota. Hallar el volumen del
cuerpo limitado por la superficie engendrada entre la curva, el eje de abscisas
(OX) cuando x>0.

d) Calcular F(%) sabiendo que F(%) =Jn

-2x

Solucion:
a)
Del seno hiperbolico sh(x) = ©

X —X

—¢€

1 . .
=2y=¢" ——=2ye" = e™ —1=¢e™ —2ye* —1=0 resolviendo la ecuaciéon de segundo grado
e

2y .4y’ + 4
e* =%= y+4y’+1>0 y una tnica solucién factible e* =y+./y’ +1 y segin la

definicion de logaritmos y = argsh(x) =In (x +/x*+ 1)

b)
Sea G(x) = IX f(t)dt = G'(x) =f(x) siendo funa funcioén continua en [a,x]

Consideramos la funcion continua en R: f(t)=sent/ Jt salvo en el cero que estd acotada y g(x)=x>,
h(x)=x funciones derivables. Entonces:

F(x) = J- sent J-a sent J-x sent J-x sent J-x sent

-] >f<t>dt - [ (0t = G((x) - G (x)
Derivando:
F(0 = G (g(x))g () - G0 (x) = F(g(x))g'(x) T (h(x))h (x) = F(x))(3x") = (x) =

1 sen(x’) sen(x)

N

)

Obviamente la asintota horizontal es el eje de abscisas y la expresion del volumen:
22X 1o _ 2X 1y _ 14 1—2k1—2.o_ﬂ?, 1 £3
V= nj £2(x)dx = nj dx = han.O dx—nll_ni(—ae +5e —=511(1_>12 ~5 |5
d)
Sabiendo que I'(p) =(p—DI'(p—1) para cualquier p>1

BB E-0R - I
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71.- a) Demostrar la siguiente relacién: ch®x + sh®x = ch(2x)

b) Calcular la derivada de la siguiente funcion: F(x) = J': @dt

2 X :

c) La integral j' . ———dx, ¢es impropia? Calcularla.
V4 — x?

d) Calcular B(4,5)

Solucion:
a)
ex+e—x 2 ex e—x 2 e2x_|_e—2x
h? (x) +sh*(x) = +| — =| ———|=¢ch(2
O e R e [ e RE
b)

Sea G(x)= j “f(t)dt = G'(x) = f(x) siendo funa funcién continua en [a,x]

Consideramos la funcién continua en R: f(t)=sent/t salvo en el cero que est4 acotada y g(x)=x",
h(x)=x? funciones derivables. Entonces:

F(x) = _[ sent J- sent J-x sent J-x sent J-x ﬂdt—
= [ )f(t)dt— [ £(t)dt = G(g(x)) - G(h(x))
Derivando:

F'(x) = G'(g(x))g'(x) -G '(x)h '(x) = f(g(x))g'(x) - f(h(x)h (x) = f(x*)3x* - f(x*)2x =
3 sen(x’) 2 sen(x’) _

3 2
X X

©)

Impropia de 2° especie puesto que no esta acotada en x=2.

xdx 2-¢  xdx 2-¢
= ——lim ,_==lim[—\/4—x2} =2eR.

d)

Sabiendo que: B(p,q) =% y resulta B(4,5) = 1;(2F§55)) 3'8?11 . ; 5 .
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Integrales

72.-Dada la funcién f(x) = e™ . Se pide:

a) Calcular el drea encerrada por la funcion f(x) y su asintota.

b) Calcular el volumen generado por la funcion f(x) al girar alrededor de su
asintota.

c) Hallar la longitud de la funcion f(x)en el intervalo [0,1].

d) La funcion f(x) gira alrededor de su asintota. Calcular la superficie
obtenida en el intervalo [-1,1].

Solucion:
a)

El eje de abscisas es la asintota de la funcién, ya que: lim e =0

X—>0

Asintota horizontal y =0

-3 -2 -1 1 2 3

-1

-2

A= jl|f(x)| dx = T e™ dx = 2T e dx = ZT e ™ dx con el cambio de variable x?=z resulta
a 0 0

—00

2xdx=dz y con los limites de integracion iguales ya que 0°=0 y co’>=c0. Por tanto,

I: e dx= 2J-Ow e dx = 2]1:0 e” idz=j0w e’ %dFJOOC e” z%dz=l“ (%) — Wru?

b)

V2 N2 e,

V= nJ.b ydx = n.[ ) (e"‘2 )2 dx = 2njow e™ dx = 2an0® e” 4Ldz=%n.[ow e’ —dz=7nj.0 e” z 2dz=
a - X

N
V2 (ljgfﬁ ;

—TI u
2

2

0) f(x)=e¢* =f'(x)=-2xe™
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L= .[ 1+y”dx = .[1/ 2xe dx I 1+4x%e> dxz-

d)

S, _2njf
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1-t*
x(t)= 1+t
73.- a) Hallar el drea del lazo de la estrofoide ,
. t(1-t)
Y 1+t
2 —
-
b) Calcular el volumen de un lazo de la estrofoide A1) al girar
t(1-
t)=
¥(©) 1+t
alrededor del eje de simetria.
_ 42
x(t) = t(11+ :2 )
c) Hallar la longitud del lazo de la estrofoide g
t)=—
y(©) 1+t
42
-0
d) Calcular la superficie generada por el lazo de la estrofoide ooy
t)=—
¥(©) 1+¢
al girar alrededor del eje de abscisas.
Solucion:
a)

-1

-2

-3

Obviamente el eje de simetria es el eje de abscisas. Buscamos los puntos de interseccion con el eje

de simetria:

_ 2 _ 2
x()="" —o x() =t
l(J;t ; St=t1 vy I(J;t 8 —t=0
t(1—t t(1—t
¥y 1+t? ¥y 1+t°
4t
1—t2 X'(t):_ 2
t)= 2
x() 1+t (1+t)
t(1-t* , t*+ 4t —1
yy=t0" LAl
1+t (1+t2)
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Integrales

_ 42 4 2
A=["yox(ae=2[ L LA g
s P+t (1+t2)

b)

Obviamente el eje de simetria es el eje de abscisas
Buscamos los puntos de interseccion con el eje de abscisas

2 2
x(t):I L) x(t)=I L
(J;t ; St=%1 vy (J;t ; —t=0
t(l—t t(l—t
y(® 1+t y(® 1+t
4t
t? -1 x'(t)= 5
t)= 2
x(® 1+t (IH )
t(1—t%) , tt+4t’ -1
t)= ty=—""75-
y=——5 y'(®) (th)z
- (t1-t)) 4t
V=n['y'(Ox\(t)dt =] g —dt=
o oL I+t (1+t2)
¢)
Buscamos el punto de cruce o punto doble, en este caso el (0,0):
3 -2 -1 1 2
-1
-2
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Integrales
2
_ - t2 ) _ 0
I+t

x(t)

_t(1-t) x'(t)=—
1+t
1-t
1+t

x(1)

y(t) =

_t4+4t2—1

L=|" x2(0)+y*(Hde= [ )
0 +

d)

2 y(0) [ (O) +(y/(0) &

to

Obtenemos los puntos de interseccion con el eje de abscisas

2
x=" 0
2+I =>t=xl
t_
t)= =0
¥ 1+t
t*+4t% -1
(R B O
1+t (1+t)
t* -1 - 4t
t) = (t)=——
Y =173 y'(®) (1+t2)2

2 2
4 1t -1 tt+4t7 -1 4t
S =2x| Y (Ox )+ y*(t)dt = 2n - + dt =
L=2n Y OOy Ode=2nf [ (1+t2)2J {(th)z]

121
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Integrales

74 .- a) Hallar el drea de un lazo de la curva r(a) = 2sen(2a).

b) La curva r(a) = 2sen(2a) gira alrededor del eje polar. Calcular el volumen
obtenido.

c) Determinar la longitud de un lazo de la curva r(a) = sen(2a).

d) La curva r(a) = cos(a) gira alrededor del eje polar. Calcular la superficie
engendrada.

Solucion:

a)

r:2sen(2a)} 0
==
r=0

Un pétalo se obtiene entre 0 y el /2

1 ros 1 ¢/ rc/ =2 1—cos(4a sen (4o
A== rzdazaj‘o 2(ZSen(2oc)2 da:2jo 2se:n2(2(>c)doc:2j.0 z%da:{a—#}

2o

u?

1]

b)

O

2 2 /2 3
3 ~
r'sena. do =2 ; cho (ZSen(2oc)) sena do =

2
0
1
S
-2

512x
105

o

2
Vzgﬂij‘

%
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Integrales
©)

r=sen(20c)} 0
=o=
r=0

t-0.5

r(o)=sen(2a) = r'(o) = 2cos(2a)

L=["r +(r')2 do =_|.0n/2 \/(s en(2oc))2 +(2cos(2oc))2 do =J.On/2 1+cos’(20) da z-

d)

0.5

F-1
3n
r =cos(a) 2 r=cos(a) 0
=>a= y =>a=
r=0 I r=1 27
+=
2

r(a)=cos(a)= r'(a)=—sen(a)

) n/2
a 2 /2 2 sen"a
S, = 271:_[ “rsenonr” +(r') do = ZnIO cos ocsenon\/cos2 o+ (—sena) do = 27{ > } “
%4

0
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Integrales

75.- Dada la curva en coordenadas polares r = e, con a < O, se pide:
a) El drea de la region entre la curva y el eje OX.
b) La longitud de la curva.

Solucion:
a)
| S 1 1 1
A=—| r’da= —J.O (e“ )2 doo=— [ e*do=— lim [ e**do, =
2 o -0 2 —0 2 k——w0 Jdk
1
:l lim ! [ez“] :l(l— lim eZk): —u’
2 k——o0 2 4 k—>-o0 4
b)

L [ dam [l (o) damvE[ e da =B im [ -

=42 lim [e“]z =\/§(e°— lim ek)z V2 |u

k——o k—-o
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Integrales

76. Hallar el drea limitada por las regiones:
x2+y?>2x; x2+y?<4x; y<x; y>0

Solucion:

Tyyr=2 x=0=y=0

Y e Y=U A0 ;
y=x x=1=y=1

2 2_4 —0=v=0

X +y X N X y ~BR2)

y=X x=2=>y=2

x> +y =2x = y=+y2x-x7;

y=K; ~

2

X’ +y’ =4x = y=+/4x —x

A= Lb(f(x)—g(x))dx = IIZ(X—VZX—XZ )dx+L4(\/4x—x2 —O)dx = jlzxdx—‘[:\/lx—xzdx+j: 4x —x*dx = (¥)

Calculamos cada integral por separado:

2 x* ’ 3
Il:J.IXdXZT} :5

1

Izzfmmizf 1-(x~-1)° dx=f(§m COStd‘[zJ.Og cos” tdt = I 1-cos Cos2td

_1 t_sen2t P
2l 2 ), 4

I_I Vax —x* dx = J 4-(x-2)" dx = J‘\/ﬁsent2costdt—4_|.2 cos tdt—4j 1 COSZt

=4l t_senZt o
2 2
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Integrales

9 Y
cos X SiXe [-E'O]
77.- a) Sea f(x) =

4 + sen x sixe(O,%}

T

a) Hallar I = [2 f(x) dx.
2
a,) Hallar el valor de k tal que T = =nk
a,) ¢Existe alglin punto c del intervalo [—gg} tal que f(c) = k?

a,) ¢Contradice esto el Teorema del valor medio integral?

b) Hallar el drea interior a la circunferencia de centro el origen y radiol
(ecuacion en coordenadas polares r = 1) y exterior a la curva

r= cosz(a—z).
4

Solucion:

T

ar) Hallar 1= j 2 f(x) dx.

2

I=J‘OT2E cos X dx+j0E (4+senx) dx=[senx]i;+[4x—cosx];ZT = 2(1+n)

2(1
az) I=2(1+n):n’-k:> k=m
T

. T
cosc six e[-—, 0]

as) , para cualquier ce [— g,g} , pues f(c) = , luego,

4+senx six e (0, g]

[0,1] sixe[-=, 0]
f(c) e 2
[4,5] six e (0, g]

a4) fNo contradice esto el Teorema del valor medio integral|, pues al no ser f continua en 0, no
se verifican las hipotesis del teorema:
limf(x)=cos0=1=#limf(x)=4+sen0=5
x—>0"

x—0"

b)
Interseccion de ambas curvas:

r=cos?| q—= , .
4 )+cos oc—z =1=

r=1

= cos| a—= |=+l= 0L=£+arccos(i1)=£+kn
4 4 4
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Integrales
Angulos para los que r = cos’ (oc —gj pasa por el polo:

2

r=cos’| u——

( 4) cos?| a—Z |=0= a == +arccos(0) =~ +k=, VkeZ
4 4 4 2

Area del circulo:
n’=n-1’=nx

. T ) ) )
Area encerrada por r =cos’| a.—— | es 4 Ay, siendo A el correspondiente a medio lazo.
4 b

2
A= lj.az r’ do :41_[71/4 r* do :ZJ‘TE/4 (cos2 (OL —ED do =2J.m4 cos’ (oc —E) da 3
2 g, 2 J-nia —n/4 4 /4 4

-7 8

Area dentro del circulo y fuera de los lazos ra:
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8 Integrales

78.- a) Hallar el volumen engendrado por la rotacion del drea encerrada en la
circunferencia de ecuacién (x-2)?+ (y-4)? = 1 cuando gira alrededor del eje OX.

b) Dada la curva (en coordenadas polares): r = sena + cos o calcular su longitud.

Solucion: 4

2) O

Al ser una circunferencia de centro (2,4) y radio 1 los limites de
integracion correspondiente al girar alrededor del eje X son:
2-1=1y2+1=3

Resolviendo en y queda y =4+,/1—(x - 2)2
El volumen engendrado, en general, viene dado por

V= TELb ydx
En este caso, el volumen del toro de revolucion es el generado por el area encerrada entre la

semicircunferencia superior y el eje X, restando el generado por el area que queda entre la
semicircunferencia inferior y el eje X.

V:nJ.13(4+m)zdx—nf(4—qll—(x—2)2 )zdx =

V:161IJ‘13\/—X2 +4x -3 dx = 8% |u’

v

b)

Antes de calcular la longitud hay que ver el dominio de la funcion r. Sélo se tendran en cuenta
aquellos valores angulares para los que r > 0.

Es evidente que para angulos del primer cuadrante r>0 asi como para angulos del tercer cuadrante
r<0. Hay que discutir los casos en el segundo y cuarto cuadrantes.

Si se hace r=0 se obtiene r =sena + cos o= 0 lo cual ocurre para los angulos a=3/4n y a=7/4ny
ahora queda por comprobar si >0 se da para los angulos mayores o menores que los dados en cada
cuadrante. En el segundo cuadrante, r>0 para &ngulos menores que 3/47n y en el cuarto cuadrante,
>0 para angulos mayores que 7/4m.

El resumen puede verse en la zona sombreada del grafico A

en general, L = J.az \/(r(oc))z + (r'(oc))zdoc , o=3/4m

como en este caso \/(r(oc))z +(r'(oc))2 =2 se tiene que

v

3n x
L:I04 V2 da+j72l\/§ do =2x Ju
4
O bien, simplemente o=7/4n

3n
L=I;‘\/§da=\/§n
4
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Integrales

x (1) = cos(2t)
79.- Dada la curva t
y(t) =tg (5)

a) Calcular el drea encerrada por la curva y el eje OY en el segundo
cuadrante (x < 0, y > 0).
b) El drea del apartado anterior gira alrededor del eje OY, calcular el

volumen de revolucion obtenido.

Solucion:
Periodo = m.c.m.(w,2m) = 21

t=3n,4

t=m/4

a) Area 2° cuadrante:

x(t)=cos(2t)=0=t=

1 ot 1
=—|1+tg"| = | |=
2 2 1+cost

——ldt ==

1+cost

cos(2t)-

A=y (=[]

b) Volumen de revolucion alrededor de OY:

V=nf" Oy 0dt=nf " cos’ (2t).

dt = wE-mu.

1+cost
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Integrales

80.- Area interior simultaneamente a las dos curvas siguientes dadas
coordenadas polares:

r = sen’a y r=

N | =

(circunferencia de centro en el polo y radio %).

Solucion:
El periodo es m. La curva queda dibujada entera para 0 < a < 2.

Puntos de corte entre ambas curvas:

r=sen’(a) + I
2 1 1 4

1 sen’(a)==—=sen(a)=t—= o=
r=— 2 2 37[
2 =
4

En el primer cuadrante el punto de corte se obtiene para o = /4.

Valores de a para los que la curva alcanza el polo:
2
= 0
g (s)en (a)}senz(a)zoz sen(o)=0= a:{
r=

En el primer cuadrante: o = 0.

+r

Calculamos el area del primer cuadrante y la multiplicamos por 4.

2
A=l 1 da =4%j0n/2r2 do =2-[On/4(sen2(oc))2 do +2J://42(%j do = =8 u?

2o 64
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Integrales

2 2

81.- La elipse de ecuacion %+ YT =1 gira alrededor del eje de abscisas.

Calcular el volumen y la superficie del cuerpo de revolucion que se obtiene.

Solucio’n

y’ -2x _2 X
—+——1 =y= +—\/9 X’ =>y'= +—— =
9" 4 } 32d9-x 39—y

Corte con OX:
2 2
<,y _
9 4 =x=13
y=0

Volumen de revolucion:

VI dxnii

-3

Superficie de revolucion:

2
S, _2niy,/1+ dx—27tj.§\/9 X \/p{% x ]dx J\/Sl 5x%dx =

a -3
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Integrales

82.- Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

d) I(x)= j

sen X

g) L(x)= J‘l’" cost dt: h) M(x)= | :: cos x sen t dt: i) N(x)= | f

 sen x cos t dt; e) J(x)= I:x"g tdt: f) K(x)= .[,f

a) F(O= [ In (1*) dt: b) 60 = [ (Inx)¥ dt: ) H) = [.”“sen t dt.

tg x sen t dt:

tg x sen t dt

Solucion:

SEOR N

b) G(x) = 1nxj5XJ¥dt =

tg t
d) Ix)= _senx  cost dt= sen x cost dt =

senx

f) K(X)—J‘x2 tg x sentdt—tgx_[ " sentdt =

I'(x)=

e) J'(x) =

K'(x) = (tgx)‘f}f sen ¢ dt+tngf sen ¢ dt)‘z

2 L(x) = BxTeos()]

3

h) M(x)= cosx J‘xz sentdt =

5 i
i) N(x) = LZ tg x sentdt =tgx.|.X2 sent dt =

G'(x)= (tgx)‘J‘)f sen t dt+tgx(_|‘f sen t dt)‘=
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Integrales
83.- Hallar el drea de la region comprendida entre la curva en polares

r=7+ cos(6a) y la circunferencia de centro el origen y radio 6.

Solucion:
119 ' 7+cos(6a):6:>oc:i%,—g,...
Por las simetrias de las curvas, el area A pedida es 12 veces el

area rayada de la figura. Por tanto,

Ein, T T

. | 1= 2 1o

1o 1o A=12 {5 J.Oﬁ (7 + cos(6a.))’ da _EJ.O6 6> da |=
2
=6 33—n—6n :69_71 = ﬁu}
4 2
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Integrales

84.- Calcular la longitud de la curva 9y® = x(3 — x)

Solucion:

L= [Vl+f'(0%dx

/F\ Puntos de corte con 0X (y = 0):
T T e
y=0 3

3-2x _4 3-2x

I I
Iy’ =x(3-X)=>y=+t—/xB-x)=>y'=+t=
A i Ay sy Sy v

L=[ "1+ (£1(0) dx =2 jj\/n[iJ dx ~

64x(3-x)
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Integrales

85.- Calcular el volumen del sdlido engendrado por la rotacion alrededor del eje
de abscisas del arco de la curva y = Inx comprendido entre O y 1. Indica, en su
caso, si la integral que has utilizado es impropia, a qué tipo pertenece y si es

convergente o divergente.

Solucion:

V= 7rJ.01f (x)dx

V =z[ n (x)’dx=rxlim [ (Inx)dx =2’

Es una }integral impropia de segunda especie|:

funcién no acotada en intervalo de integracion finito pues

. 2
£1ng(lnx) =

Es |convergente.
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Integrales
86.- Calcular la superficie del elipsoide de revolucion engendrada por la rotacion

alrededor del eje de abscisas de la elipse cuyas ecuaciones paramétricas son:

X =2cost
y = 3sent

Solucion:

La elipse es simétrica respecto de los ejes y periddica de periodo 2z (por serlo x e y), en
consecuencia, el elipsoide se genera rotando la mitad superior (intervalo [0, «t].

Para t= 0—(2,0) y para t= 1 —(-2,0)

Su=2x[ "y(thx'(tf +y'(t)] dt =

t
t

2ﬂjz3sent\/(—2sent)2 + (3 cost)zdt =187 -

%{12\/§7z—ln£7_2\/§ﬂzuz _:5 5
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Integrales

87.- Hallar el volumen del sdlido generado al girar, alrededor del eje OX, el

arco de la curva y =sen? x comprendido entre x = 0 y x =m.

Solucion:

V= Lb 7 f(x)dx = ﬂj(jr(senzx)zdx ="
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88.- Calcular la longitud de la curva y = \/x(1 — x) . Indica, en su caso, si la

integral que has utilizado es impropia, a qué tipo pertenece y si es convergente o

divergente.

Solucion:

La curva corresponde a una semicircunferencia. Su dominio es el intervalo [0,1] que son los valores
donde x(I1-x)>0

5 0.5
L= [+ dx= [ 1+ B
a 0 Jx(1=x)
0.5 1
05 1-2 ’ 0.5 1-2x ’

2 l+| ——— | dx=21lim I+ — | dx=

'[0 («/x(l—x)J 0" e («/x(l—x)J
Es una : funcién no acotada en intervalo de integracion

2

finito pues lim \/ 1 7{&} =0 eigual para x—>1"

x>0 x(1=x)
Es lconvergente.
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Integrales

89.- Hallar la superficie del sélido generado por la astroide de ecuacion

_ 3
{x _ C°S3 ! al girar alrededor del eje OY.
y = sen’t

Solucion:

Por las simetrias de la curva, la superficie al girar alrededor del eje OY coincide con la obtenida al
girar alrededor de OX:

. x=cos’t=1 x=cos’t=0 T
1 - =>t=0y >t=—
y=sen’t=0 y=sen’t= 2
1 1 Lacurva en el primer cuadrante se obtiene para t € {O,g} , por tanto:
S, = ZRJ.: x(t) X'(t)2 + y'(t)2 dt cuando es alrededor del eje OY.

' 2
{X =cos’ t} {x' =—3¢cos’ tsent (X ) =9cos* tsen’t
- j—

y =sen’t y'=3sen’tcost (y')2 =9sen*tcos’ t

(X ')2 + (y')2 =9cos” tsen’t +9sen*tcos’ t = 9sen’t cos’ t

S, = ZTEJ.:Z )((‘t)d)('(t)2 + y'(t)zdt =2 2751:/2 cos’ tv9sen’t cos” tdt = 1271‘[:/2 cos" tsentdt =
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8 Integrales

90.- Calcular el volumen del sélido engendrado por la rotacion alrededor del eje
de abscisas del arco de la curva y = xe™ para x 2> 0. Indica, en su caso, si la

integral que has utilizado es impropia, a qué tipo pertenece y si es convergente o

divergente.
Solucion:
— ® 2
V=mn J-O f (x) dx
_ o x 2 _ . c x 2 _ E 3
V—nJ.O (xe ) dx = }Lrg O(Xe ) dx—
Es una integral [impropia de primera especie (intervalo
l 2 | 3 4 de integracion infinito y funcion continua en el
intervalo) convergente.
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Integrales

91.- Calcular el drea comprendida entre las curvas en polares:

a) r=1+cosa yr=cosa.

b)r=1-cosa yr=-cosa.

Solucion:

a) Ambas curvas son periddicas de periodo 2w y simétricas respecto del eje polar por serlo el
coseno, en consecuencia, el area es 2 veces la region por encima del eje de abscisas.

Los limites de integracion se obtienen por interseccion para r=0:
. T
r=1l+cosa=0=>a=m; r=cosoc=0:oc=5

Y para r=1 en la circunferencia r=cosa=1=a =0

Y r=2 en la cardioide r=1+cosaa=2=0o=0

- Por lo tanto, A=I 1 r(a)da =
‘t 4 - - k. 1\‘;.! 1 ¢ 1 I
- \ : i 2 EJ‘O (1+COSOt)2 da_E.[oz (cosoz)2 da}: .

b) Ambas curvas son perioddicas de periodo 2m y simétricas respecto del eje polar por serlo el
coseno, en consecuencia, el area es 2 veces la region por encima del eje de abscisas

Por lo tanto, A=I ﬂ%r(a)zda =

1 ¢x 2 1 ¢72 2
2{5I0 (I—cosar) da—E.[ﬁ (—cosa) da}=.
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Integrales

92.- Calcular el volumen del sdlido engendrado por la rotacion alrededor del eje

de abscisas de la curva y = -
x* +

. Indica, en su caso, si la integral que has

utilizado es impropia, a qué tipo pertenece y si es convergente o divergente.

Solucion:

V= I: zf (x)’dx= 2ﬂI:(x41+1j2dx =

o 1 Y
=27 lim dx =

Es una [ntegral impropia de primera especig (funcion continua en intervalo de

infinito: (0,0) y es convergente.
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Integrales

93.- Las curvas, en polares, r = sen(Za) yr= cos(Za), se cortan dando lugar

a varios recintos interiores comunes a ambas curvas, todos de la misma drea.

Calcular el drea de uno de estos recintos.

Solucion:

r= sen(20c)
= sen(2a) =cos(20) = a =
r=cos (20

oL oA
=
1l
1A
it
=
Id
b=)

r=sen(20)
r=0

}:sen(2a):0:>oc:

r=0

r =cos(20)

}:Ozcos(2a):>oc:

<1

La formula a utilizar es: A = L r(a)zda = %J.On/g sen’ (20 )do + %J.;/: cos’ (20 )do =

29

1| 1-cos? (40L) e 1] 1+cos® (40() i l(n lj l(n lj T 1,
2 2 . 2 2 s 2116 8 2116 8 16 8
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Integrales

94.- Plantear la integral que da la longitud del primer arco de la espiral r = Jo

(coordenadas polares).

Solucion:

Para valores de o entre 0 y 2 7, se obtiene el primer arco de la espiral:

r=Jasr=——

2Jo

La longitud viene dada por:

T e -

Aproximando esta integral con el comando ~ de Derive.
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Integrales

95.- Calcular el volumen obtenido por la rotacién de la curva y® =

alrededor del eje de abscisas. Indica, en su caso, si la integral que has utilizado
es impropia, a qué tipo pertenece y si es convergente o divergente.

Solucion:

y’ =3%/_;X =0=>x=3
El volumen pedido viene dado por:
+ V= n'[: yidx = thj 3%/_; dx =
2 —
-l [ i e [
= nkh_gl [%XMI; —Ttklil’g [gxmli = nf—(7)32/3 u’.

La integral utilizada es una \integral impropia de segunda especie|

(funcion no acotada en un intervalo de integracion finito) convergente.
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96.- Calcular la superficie de revolucion engendrada por la rotacion alrededor del

. . X =cost
eje de abscisas del bucle derecho de la curva
y = sen(3t)
Solucion:
0=>x=cos0=1=(1,0)
{y=sen(3t)=0:>t= E:> X =cos(£j=l:>(l,0j
3 3) 2 2
n=>x=cosnt=—1=(-10)
3[t=a Parat=0, se obtiene el punto: (1, 0).
u]
Para t = 1/3, se obtiene el punto (1/2, 0).
X =cost x'=—sent
i =
~1 y=sen(3t) ~ |y'=3cos(3t)
S, =2n .[:l y(t)x'(t)" +y'(t) dt =2n _[Ogsen(3t)\/(—sent)2 +(3cos(3t))2dt ~16.825649852u?
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Integrales

97.-
a) Hallar el drea limitada por las regiones

xX*+y*>22x; x*+y*<4x; y<x;y=0.

b) Hallar el drea limitada por las curvas
x=1+cost| x=2+2cost| x=1%| x=+
y = sent } y = 2sent }'y=‘r}'y }

Il
o

c) Hallar el drea limitada por las curvas
r=2cosa; r=4cosa;tga = 1;sena=0

Solucion:
a) Buscamos los puntos de interseccion entre las circunferencias y la recta:
x> +y° =2x x> +y° =4x

} = A(L]) } = B(2,2)
y=X y=X

A=jlz(x—\/2x—x2) dx+J‘24\/4x—x2 dxzjlzx dx—J‘f\/ZX—x2 dx+j24\/4x—x2 dx =(*)

Calculamos cada integral por separado:

P 2
I—jxdx-x— =i
2| 2

_7

12=I12\/2x—x2 dx=‘[12 1-(x-1)° dxzjogm costd‘[='[0g cosztdt—j 4d1 c;)sZt

_l t_sen2t E_E
2 2 |, 4

I—I Va4x —x* dx = J.«/4 (x=2)* dx = I\/4 4sent2costdt—4_|’2 cos tdt—4j 1 COSZt

=4l t_senZt —r
2 2

3 =
uedando, A=(*)=1 - +,==———+n=|—+—|u
< XL L+ 2 4 2
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b) Buscamos los puntos de interseccion entre las circunferencias y la bisectriz del primer cuadrante:
x =1+cost, X =2+2cost,
y = sent, P y = 2sent, T
=>t == =>t ==
X = tz} 2 X = tz} 2
y=t, y=t

Obviamente con el eje de abscisas resulta en los dos casos t=0.

t=¢

Xx=t
En el caso de la recta t} los limites son 1y 2
y =

La formula a utilizar seré: A = j:‘ ly(t)x'(t)|dt
x(t)=t

y(t)=t
Xx=1+cost

}:x'(t)zl:ﬂl :jlzt-l-dt:%

0

=S x'(t)=-sent=> 1, = J.Esenztdt T
y =sent 4

x=2+2cost LI
=x'(t)=-2sent =1, :4.|.Zsen tdt=m
y = 2sent 0

Quedando, A=1, -1, +1, =%—%+n =-

Obsérvese que I e I3 son la cuarta parte de circulos de radios 2 y 1 respectivamente.

¢) La recta tga=1 tiene un angulo de 45°, es
decir, /4 radianes con el eje polar, luego:

Azéj‘:(r; —rf) da=%j§(16cosza—4cosza) doc=6j5cos2 ocdocz-
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98.- Hallar el volumen del sdlido obtenido al hacer girar la region

comprendida entre y=x? e y=2x alrededor del eje X.

Solucion:

b
El volumen pedido viene dado por: V = ch (yl2 -y,’ )dx

Haciendo x?>=2x, resulta los puntos x=0, x=2
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99.-Hallar la superficie engendrada por la rotacion de la circunferencia
de ecuacién (x-2)?+ (y-4)? = 1 cuando gira alrededor del eje OX.

Solucion:

Al ser una circunferencia de centro (2,4) y radio 1 los limites de
integracion correspondiente al girar alrededor del eje X son:
2-1=1y2+1=3 O

Resolviendo en y queda y = 4i\/1—(x—2)2 = y,:2——x2

1-(x-2)

La superficie engendrada, en general, viene dada por

S, = 27:Lb y\/1+(y')2dx

En este caso, la superficie del toro de revolucion es la generado por el area encerrada
entre la semicircunferencia superior y el eje X, e igual la generada por el area que queda
entre la semicircunferencia inferior y el eje X. =

S, =221 y\1+(y') dx =
=47:-“3 (4+,/1—(x—2)2) n %
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100.-a) Hallar el drea interior al circulo r=1 y exterior a la cardioide
r=1-cosa.
b) Determinar la longitud de la cardioide r=1-cosa

Solucion:
y oqe . _ 1 %) 2 2
a) La formula a utilizar es: A = > '[ . (r2 -1 )doc

Los puntos de interseccion entre las dos curvas son

T
r=1 } P
=cosa=0=>a=
r=1-cosa m
2
12
=r/2
=
k- H‘x
"I'I: '\\
1
J 1
o ]
S i
- - | 1
‘I."
.'I -
_':i-i'"j .
o=—17/2
_z
:—I ( (I-cosa) )dOL:Z—E u?
4
b)

Al ser una curva de periodo 2m, la longitud viene dada por:

L= j Y+ (1)’ da = J- \/1 cosa) +sen0cd0t lu
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POLITECNICA
ngeniamos el futuro

101.- Obtener el drea de la superficie generada por la curva

2cos(2a) al girar alrededor del eje polar.

Solucion:

n
En el polo r=0, obtenemos r=0=,/2cos(2a) = cos(2a)=0=>a=+—
p y2cos(2a) (2a) 2

Y en la interseccién con el eje polar r=+/2 = /2 cos(2a) = cos(2a) =1=> a. = {0, %n}

_j_ +
1-2
r=,/2cos(2a) =r’ =2cos(2a)
x/zsen(Zoc) (Y 2sen’ (2a)
[ S——— r e S
cos(2at) cos(20)

S=2n Il rsenoc\/r + doc 2-2x J.44/2c0s 20 senoc\/2cos 20c 2z§:(2(§(;)dotz
n(8-4v2) [
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Solucion
Calculamos los puntos de interseccion con el eje de
abscisas
-1
Es decir, resolvemos x* —x*=0=x=40
1

b
El volumen pedido viene dado por: V = nj y2dx

V= anyzdx:71:_[_11()(4 —xz)d)(:Zrchl(x4 —xz)dx = .
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103.- Estudiar si el drea de la region comprendida entre la curva de

. x(1) =2tg(t) . -
ecuaciones . y su asintota es finita o no.
y(t) = 2cos®(t)

Solucion
+

10 -5 5 10

. , . . . s
Tiene una asintota horizontal que es el eje de abscisas (y=0) para t:E

lim 2tgt = #o0;lim 2 cos” t = 0
. .
2 2

Ademas, la curva es simétrica respecto del eje de ordenadas pues

x(=t) =2tg(-t) = -2tg(t) = —x(t)
y(—t) = 2cos’(—t) = 2cos*(t) = y(t)

La formula a utilizar sera: A = I:l |y(t)x '(t)| dt

2
cos’ t

x'(t)=

2

K ' _ = 2 _ i B
A= jto |y(t)x'(t)|dt = 2Lz 2cos’ t — dt = gjoz dt =[4xu?
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104.- Hallar la longitud de la elipse de ecuacion r = 3> .
3-2cosa

Solucion

La formula a utilizar es: L = j =P+ () do

Estableciendo los limites de integracion entre 0 y 2n

3-2coso. (3—2cosa)
, ' : 5 ? _ l0sena
(r(oc)) +(r (a)) _(3 2cosocj +[ 3— 2c0scx

2
2n 5 —10sena
L= — |4
'[0 (3—2005Gj [(3 2cosoL
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105.- Hallar el volumen engendrado al rotar la curva y© = ST

(Trisectriz de Maclaurin) alrededor del eje de abscisas.

Solucion

Calculamos los puntos de

x2(3—x) {O
0=——Ft=x=
1+x 3

El volumen pedido viene dado por: V = chb y’dx

2 p—
fwﬂ(smz—s) u
0 I+x

b
V=1tIa yzdx=n
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106.- Hallar el volumen del cuerpo interseccion de los cilindros:
X2+ y2=p2 y2+ 22 = p2

Solucion:
Podemos observar que al hacer cortes perpendiculares a la seccion comun de los dos

cilindros se obtienen cuadrados de lado 2y. Por lo tanto,

El volumen pedido viene dado por: V = IbA(x)dx

A(x)= (2y)2 =( rr—x* )2

3 T
V:_[r 4(r2—X2)dX=4 r2x X :4ir3zgr3 u’
= 37 B

A

e TS
\_

v
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107.- Dada la curva en coordenadas polares r =sen (%) se pide:

a) Periodo de la curva.

b) Dominio de r (a).
c) Longitud de la curva (para valores de o dentro del dominio de la

funcion).

Solucion:

a) T=[3x2n=6n]

b) La curva se dibuja completa para _

Ha de ser r(a) >0, es decir: sen(%) 20= % e[o,n]= a €[0,3n]

La férmula a utilizar es: L = J. e+ (r')*da

¢)
/_E j_\ Estableciendo los limites de integracion entre 0 y 3w
' o 1 o

_=1 1 r(a):sen(?J:r'(oc):gcos(?):

L=

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: CALCULO I
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. X = COSZ 1. .
108.- Hallar el drea encerrada entre la curva ta t y su asintota.
y=19
Solucion
x =cos’ t=0=> t === lim(tg t) =+
2 t—>§
0=x=cos’0=1=(1,0)
y=tgt=0=>t= 7T2>X=C082TE=(—1)2 :1:>(1,0)
2: —=> X = oS (—n)=1:>(1,0)
Obviamente la asintota es el eje de ordenadas (x=0)
2 . ) x'=-2costsent
{x =cos" t |
=tot '=
o8 Y st
4 n/2 1 n/2
A=|y(t)-x'(t)dt=2| cos’t- dt=2 | dt = [mu?
(O x () a=2feos't-oat=2 ot

ty
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109.- Hallar la superficie de revolucion engendrada al rotar la curva

y’ = x — (3 — x)’ alrededor del eje de abscisas.

Solucion

AN

|5
w

y' =x—-(3-x) :O:x:%i

2 _1-26-x)(-1) _ 7-2x
=+x-(3- = =
Y XEm=y +2\/X—(3—X)2 +2Jx—(3—x)2

S= 27tj.f(x),/1+(f'(x))2dx = 27tj'y1/1+(y')2dx =

; 7o)
:2n!(«/x—(3—x) ) 1+£ﬁ] dx =
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110.- Dada la curva en coordenadas polares r =cos (%] , se pide:

a) Periodo de la curva.
b) Dominio de r (o).
c) Longitud de la curva (para valores de o dentro del dominio de la

funcion).

Solucion

a) T=[3x2n=6n]

b) La curva se dibuja completa para [t € [0,67]= % e[0,2x]

Ha de serr(a.)> 0, es decir:

rcos(%J>oé%e{%H%“,zn}m{oa%‘}u{%
AR
N

2 2
_ j3n/2 COSZ (gj+ _lsen(gj d(x+J.6n COSZ (2)4_ —lsen(g) do ~
0 3 3 3 on/2 3 3 3

6.68244661)u
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111.- Hallar el drea encerrada entre la curva tg t y su asintota.
y = sen’t
Solucion
-2 —Il 1 2
I I lirnL =0
im——=00 oI tg t
=0 tgt = y =0 es su asintota; < 2 =P=(0,1)
limsen’t =0 limsen’t =1
t—0 t_)E
1 1
X=— X' = — 3
gt = sen“t
y =sen’t y =2sentcost
b t /2 1 /2
A=|If(x)[dx=|y(t)-x'(t) dt=2 | [sen’t-| — dt=2| dt= [u?
e o=y w0 av=2 floone a2 - g
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112.- Hallar la superficie de revolucion engendrada al rotar la curva

x> = (y +1)* - y* alrededor del eje de ordenadas.

Solucion ' ' 2

-2 -1 1 2

X’ =(y+1)’-y'=0=>y=—=

o4

1
2

2(y+1)-4y’ 1+y-2y°
Xx=\(y+)’-y' =x'= =
2, /(y+1)* - +(y+1)° -y’

y4
s

1,35 2
d 2 2 3
S=2n[xl+(x"Vdy=2n [ (y+)’-y* 1+£ Ity-2y dez

+J(y +1)* -y

w

1.¥5
2 2

7.21509683u?
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113.- Dada la curva en coordenadas polares r =tg (%J , Se pide:

a) Periodo de la curva.
b) Dominio de r (o).
c) Area encerrada por la curva y el eje OY (para valores de a dentro del

dominio de la funcion).

Solucion
a) T-=

b) La curva se dibuja completa para |t € [0,21:] = % € [O, n]

Ha de ser r(oc)z 0, es decir: tg[%) >0= % € [O,g} = o e [0,n]

c)

-1 1

1 po 1 pn2 (04
A:EL r’ da :Ejo tg’ (Ej do. =(*)

Con el cambio tg’ (gj:t: 1+tg’ (EJ — =dt=da= =—
2 2)) 2 z(aj 1+t
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114.- Hallar el volumen engendrado al girar el drea encerrada entre la curva

x = cos’ . . .
tq t y su asintota alrededor de dicha asintota.
Y =

Solucion

Buscamos su asintota

12
lim x(t) = lim cos*t =0
taig k7

=x=0
lim y(t) = lim tg t = o0 ]
taig tott 11

Al girar alrededor del eje Y

4

v=nf(x(t)) y'(t) dt

ty

y(t)=tgt=y'(t) =—
cos“t

t

V= nJ.(x(t))2 y'(t) dt=mn

to

cos’t dt =

—— 0 | 2
o | A

(0052 t)2 coiz t dt=n

DA
|
[

=T

— 0 | 2

1+cos(2t > I
L()dt=£ H%Z :TI: 3
2 2 2

N

z
2
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115.- Hallar la longitud de la curva y* = (x + 1)2 — x*.

Solucion:

NG

i

N | —

V' =(x+1)’-x'=0=>x=

2(x+1)—4x’ 1+x—2x°
y:\/(x+1)2—x4:>y'= =
+2«/(x+1)2 —x*' EJx+1)=x*

b 4* :
L= j./1+ j [ Lrx—2x7 }dxz4.498824500u

a 5 +\/(x+l) —x*

Hay que multiplicar por 2 para obtener la longitud total de la curva, pues el resultado anterior se
refiere a la parte positiva (y>0):

L =2 (4.498824500) = 8.997649000u
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Solucion

y=[In+/xdx =%(ln(x)—1)+C
Obligamos a que la curva pase por el punto (e, 2):

2=§(ln(e)—l)+C:>C=2

Luego, la curva pedida es:
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117.- Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

a) F(x) = js'"" cos tdt.

b) 6(x) = I::x cos x sen t dt.

Solucion:
a)
Sea G(x)= j f(t)dt = G'(x) = f(x)

Consideramos la funcioén continua en R: f{(t) = cost y g(x)= Inx una funcién derivable. Entonces:
F(x)= [ costdt = [ f(t)dt = G(g(x))

Derivando:

Fi(x) =G'(g(x))g'(x) = f(g(x))g'(x) =f(In X)% B -

b) G(x)=cos x _[ "

sentdt =

Sea F(x) = j f(t)dt = G'(x) = f(x)

Consideramos la funcién continua en R: f(t)= sent y g1(x)=Inx; g>(x)=cosx funciones derivables.

Inx a Inx Inx cOSX
Entonces: G(x) =cos xj sentdt = cos x (I sentdt + _[ sentdt) =COSX (I sentdt — I sentdt)
X COSX a a a

cos

a a

= oS X ( [“"ear- [ f(t)dt) = cos x (F(g, (x)) - F(g,(x)))
Derivando:

G'(x) = cosx (F'(g,(x))g, '(x) ~ F'(g,(x))) — senx (F(g,(x)) — F(g,(x))) =

=cosx(f(gz(x»%—f(gl(x»senxj—senx(F<g2<x)>—F(gl(x»)=
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118.- Calcular:
a) La longitud de la curva en polares r’ = 5 cos(2a)
b) El drea encerrada por uno de los bucles de la curva anterior.

c) El érea interior comdn a la curva anterior y a r’ = 5 sen(2a).

Solucion:

2 =5 cos(20)=0=> o =+

3
/_\\/\ r=./5 cos(2a) :r':—SSL(za)

U\j \/5 cos(2a)

-1

a /4 Ssen(2a)
L= "y +(r') da=2 5 cos(2a) + =
o (x) I“”\/ (20) ( 5 cos(2a ] L‘/“ cos(2(x
11.72536142 unidades lineales.

b) El 4rea de la mitad del bucle es:

5
4

A= lJ’az 1"2 do. =_I 5 COS(ZO() do _%[S 61’1(2 )]ﬂ/4

29

Luego, el area pedida es:

2A = 2%2 unidades cuadradas.

¢)
2 0
r’ =5 senRa)=0=>a= M
2
2 1 2 E
r’ =5 cos(2a) =5 sen(2a) => o = 2
1 T
8
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El 4rea correspondiente al primer cuadrante es suma de dos areas A1y As:

2

1 0y 5 1 /8 1 /4
A ——I r-da=A +A, _EIO 5 sen(2a) da+5jn/8 5 cos(2a) da =

29
- %[—005(200]2/8 + %[s en(Za)]:iZ = % —~ %

Para obtener el 4rea total interior a ambas curvas hemos de multiplicar por 2:

2 (2 - ﬂ] = |5- ﬂ unidades cuadradas.

2 4 2
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POLITECNICA
Ingeniamos el futuro

119.- Dada la funcién f(x)=2xv1-x?, calcular el volumen engendrado al girar la

curva alrededor del eje de ordenadas.

Solucion:

. [x (y)]2 dy

M

Voy = ch

alcanza el maximo:

P
P
|_'-

=0=x=

f(x)=2xV1-x> = f'(x) = ——=
V1-x?

2

o {5)-

El volumen ser la resta de los volimenes siguientes:

El generado al girar la curva desde x = Q hasta x = 1 menos el volumen obtenido cuando la curva

2 .
gira desde x = 0 hasta x = - Los valores entre los que varia la “y” son los mismos en ambos

casos, no asi la expresion para “x” en cada uno de los dos tramos de curva.

f(X)=2X\/§=y:>4X2(1—X2)=y2:>X=ig (liﬁ)
VOY:nJ‘yylz[x(y)]zdy:n'[;{g (1+ﬁ)} dy - nJ‘ {\/7 ( M)Tdy:

4+m 4-n) w
=T -T =—
8 8 4

Como se indicaba mas arriba, hemos de multiplicar por 2:
2 2
Z(R—j = % unidades cubicas.

U. D. de Matematicas de la ETSITGC

Consideramos el arco de curva del primer cuadrante
y posteriormente multiplicaremos por 2 el resultado.

Hemos de calcular para qué valor de x esta funcion

2(1-x%) w2

Sustituyendo en la funcidn, se obtiene la imagen:
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120.- Hallar el drea sombreada de la figura que es simultaneamente exterior a

la curva en polares r = 2 + cos(3a) e interior a r = 2 — cos(3a) .

3

Solucion:

Resolvemos la interseccion de las dos curvas

2 + COS(3-0) = 2 - COS(3-00)
Obteniendo

Si calculamos la region correspondiente al primer cuadrante:

T

1% g

A =5(;[((f1 (6))2 _(f2 (e))z) do =%J:((2+cos(3oc))2 —(2—005(30())2) da =§

0

El area toral sera 6 veces: 2
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ey

4t

3
121.- Las ecuaciones paramétricas 1;: describen la curva denominada

1+1¢3
Folium de Descartes, se pide:
a) El intervalo de t para el que las anteriores ecuaciones describen el lazo.

b) La longitud del lazo.
c) La superficie de revolucion engendrada al girar el lazo alrededor del eje de

abscisas.
d) El volumen engendrado al girar el lazo alrededor del eje de abscisas.

Solucion:
a) El intervalo de t para el que las ecuaciones describen

’ el lazo son los valores de t para los que x e y pasan por el
origen, luego ¢ € [0,oo)pues ent=0,xeyvalen0y

4¢

= > 5 : : lim =0
>0 ] 413
447
=0
>0 ] 413

b) La longitud del lazo viene dada por

L=[ @] +[yold

4(1—2t3)
x(t) = i 0= (1+t3)2 4(1-2¢ 2 4t(2-7 2
. B _
1::2 - at(2-1 ;L:J: (3 tz) * t(3 tz) dt ~ [6,55665] u
y(l‘)zm y'(f)= t( _t) (t +1) (t +1)
(1+t3)2

¢) La superficie de revolucion engendrada al girar el lazo alrededor del eje de abscisas viene

dadapor S, = I;O2ﬁy\/[x'(t)]2 +[y'(t)]2dt, luego

2 2
o4 4(1-2;3) 4t(2—t3)
_I o 27 17 ARV B v
+1 (t + 1) (t + 1)
d) El volumen engendrado al girar el lazo alrededor del eje de abscisas viene dado por:
4(1-2r)

v=["z[y) x(r)drzj();{l‘f;} ) di ~ [18,009185] v’
* £ +1
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Solucion:

a)

ln(1+\/— 2)

1/ (senht) ? cosh tdt = — cosh? tdt =

0

1n(l+\/— 2)

L= T,/H(f'(x))zd = T,/H(zx—z)zdx ==

2
1 senh(2t) tn+32)
4 2 0

x=1=1t=0
x=3/2=senht=1= t =In(1++2)

L= j \/X(t) (t) I:n\/ 2sent 2cost dt—ZI dt= .

¢) Para dibujar la curva completa 0 <o <37

k
.5

r=sen’ (a/3) =1’ =sen’(a/3)

f(x)=x2—2x+5:>f'(x)=2x—2=senht:>{

b)

r'= Zsen’ (oc/3)cos(oc/3)% = (r')’ =sen*(a/3)cos’ (au/3)

L= I ,/r + da I \/sen a/3 +sen (oc/3 cos’ oc/3 do = j sen’ a/3

ZJSRM@L =%{a—%sen(2a/3)} =

0 2
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Solucion:

S= 2njf(x),/1+(f’(x))2dx = 21:_[: e"‘,[1+(—e"‘ )zdx = ZRI:e‘X\/1+e‘2XdX =(*)

dtz{x=0:>t=\/§

X—>wo=>t—>1

Con el cambio 1+e™* =t = 2e " dx =2tdt => dx = —

t2

P C t _ ot _
(*)— 27'5'[/5 t"—1 t(—mjdt ——2nj.ﬁﬁdt —(**)
u=t=>du=dt

Por partes:
{dV=dt:>V=\/t2_1

1 1 |
{t=\/§:>z=argch\/§=1n(1+\/§)

Otro cambio de variable: t = chz = dt =shz dz=
t=1=z=0

0
(***)=2nx/§+2njo sh’z dz =22 +2n ' ch2z-1 dz=2m2 +2m sh2z _z =
In(1++/2) In(1++/2) 2 7 (14,
0
T 22 2] op 5 g Y2 02 )
In(1++/2) 2 2
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124.- Hallar la superficie de revolucion engendrada al rotar la curva

y2 = x* - x? alrededor del eje de abscisas.

Solucion

Dada la curva en implicitas observamos que el dominio es: (—o0,—1]U {0} U[1,%0), ya que

y=+xvx* -1

Calculamos los puntos de interseccion con el eje de abscisas
-1
Es decir, resolvemos x* —x*=0=>x=:0
1

b
La superficie pedida viene dada por: S, = ZRJ.‘ yy/1+(y")’dx , y teniendo en cuenta la simetria:

2
SL=2n.[:y\/1+(y')2dx=2~2~7cj'1 Vx*t-x? 1+(2X _I]dx=

x?—1
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T

3

’)e .o 1- = 1.

125.- Hallar volumen del solido generado por la curva de ecuacion X(t) = cos 5
y(t) = 2sen“t

al girar alrededor del eje de abscisas.

Solucion:

Buscamos los puntos de interseccion con los ejes

-1

x(t)=cos’t=1 x(t)=cos’ t=—1
=t=0 y =>t=T
y(t) =2sen’t =0 y(t) =2sen’t =0

La curva en el primer cuadrante se obtiene para t € {0, g} y completa para t e [O, TE] , por tanto:

{x(t) =cos’ t {x '(t) = —3cos’ tsent
j—

y(t) = 2sen’t y'(t) =4sentcost

V= nj:l Yy (H)x'(t)dt = nIO(2sen2t)2 (=3 cos” tsent)dt = 1211_"07r sen’tcos’ tdt =
r3)rar/2) _ IZRE 64n o

=1212[ " sen’tcos’ tdt =127p(3,3/2) = 12n
0 rG3+3/2) 105 [ 35
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Soluciones de los ejercicios propuestos:

1.- Calcular, si son convergentes, las integrales:

© 2 5-2x ® p-l-ax
a) JO x“e dx b) IO x""e™dx con a>0.

Solucion: a) b) .

2.- Calcular jl hl—de.

° Jx

Solucion: .
3.- Hallar p y q para que 2 _[o% sen’ t cos’ t dt=B(p,q) y calcular J.:?sen5 tcos’ tdt.

Solucion: -

4.- Lo mismo para J.?sen“t cos’tdt

Solucion: .

5.- Determinese si las integrales siguientes convergen o divergen:

dx © 2+ COSX
> e) L dx

= o dx 4+ dx ©
a) .[ozthdX b) Il /x —1 ©) Io [4 —x d) 1 e* —

X

Solucion: a) b) c)

d) e)
6.- Hallar el area comtin al circulo p1=3cosa y a la cardioide p2= 1+ cosa.
Solucion:

7.-Lacurva y?>=2xe?* gira alrededor de su asintota. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la
superficie etiendrada.

Solucion:
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Convergencia

Aproximacion de los términos de una sucesion hacia una funcion (o nimero) en
algun sentido que se pueda precisar.

e Una integral impropia es convergente si existe y su valor es un nimero real.
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Integral definida

Sea f: [a,b]—R una funcién continua y positiva, entonces la integral definida es
Lbf(x)dx =F(b)-F(a) siendo F(x) una funcion primitiva cualquiera de f(x).
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Area de una curva en coordenadas polares

Sea r=f(0) la ecuacion de una curva en coordenadas polares, siendo f(6) continua en
[6,.6,]. El area del sector limitado por la curva r=f(6) y los radios vectores 6=6, y

0=0, es:

Area de una figura plana

e Sea f: [a,b] >R una funcioén integrable en [a,b]. El area de la regién del plano

determinada por f(x), el eje OX, y las abscisas x=a, x=Db es
X = X(t)

y=y(t)’
e Si fy g son funciones integrables en [a,b], el area de la region del plano

comprendida entre sus gréaficas es -

e Silacurva viene dada en paramétricas{

U.D. de Mateméticas de la E.T.S.1. en Topografia, Geodesia y Cartografia 9



Integral impropia

. b . . . - .
La integral j f(x)dx es impropia si ocurre al menos una de las dos condiciones:
a

J a, b, 0 ambos son infinitos
. La funcion f(x) no esta acotada en el intervalo [a,b]
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VolUimenes de cuerpos de revolucion

Se llama sélido de revolucion al generado por la rotacién de una regién del plano
alrededor de un eje situado en él. Si la region esta definida por y=f(x), x=a, x=b y
f(x) es continua en [a,b] el volumen es:

a) V= f?(x)dx alrededor del eje OX.
b) V= njcd x%dy alrededor del eje OY.

c) Si la generatriz es una curva cerrada, V = ch'ab(fl2 (x) — £,%(x)) dx.

X = X(t)

d) Si la curva viene dada en paramétricas{y _ ()

V=nf YA ()X (Bt

e) Si la curva viene dada en coordenadas polares r =f(0), al girar alrededor del eje

polar se obtiene: V = gnjez r’sen6 do
3 ‘60
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Longitud de un arco de curva

Sea y=f(x) una funcion continua en [a,b] y con derivada continua en (a,b).

La longitud de la curva y=f(x) entre x=a 'y x=b, es: -

e Sila curva viene dada en paramétricas {); i ;Eg :

e Silacurva viene dada en coordenadas polares r =f(0), entonces:

. Para una curva en el espacio definida por r(t) = (x(t), y(t), z(t)), la longitud
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Coordenadas polares

Sea O un punto fijo del plano, denominado “polo” y sea la semirrecta de origen O,
denominada “eje polar”. Entonces cualquier punto del plano P, queda determinado
por el par (r, ©) siendo r la distancia euclidea del punto P al polo (r > 0) y 6 el
argumento, el &ngulo formado por el eje polar y el segmento OP en el sentido

X=rcoso

positivo (contrario a las agujas del reloj). {
y =rsenf

A

P (X,y)

0 Argumdlanto

D Polo X Eje
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Volumen por secciones

Dado un cuerpo, si se conoce la expresion del area A(x) de toda seccion
producida en ese cuerpo, por un plano perpendicular al eje OX en funcién de la

. . b
abscisa x del punto donde el plano corta al eje, el volumen es: V = L A(x)dx.
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Hipérbola

La diferencia de las distancias de un punto cualquiera de la hipérbola a los
focos es igual a 2a.

2 2

Yy

2

-y . 7 - X
Sea la hipérbola de ecuacion canonica —- - 7= 1, entonces:
a

e Excentricidad: e=S>1
a

o Vértices: A(a,0); A’(-a,0).

Focos: F(c,0); F’(-c,0).

Directrices: x=a’/c;x=-a’/c

Ejes de simetria: x=0; y=0; eje focal: y=0

Centro: O(0,0) punto de interseccion de los ejes de simetria
Distancia focal: d(F,F’)=2c.

Parametro focal: p=b?/a

Hipérbola equilatera: cuando a=b
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Asintotas de una hipérbola

Las asintotas de una hipérbola son rectas que pasan por el centro de la conica y
tienen de pendiente m, solucion de la ecuacion: a,, +2a,,m+a,,m* =0.

Este ultimo resultado se obtiene de aplicar que, en general, las asintotas oblicuas a

una curva de ecuacion y = f(x) tienen de pendiente lim )

Xt ¥

U.D. de Matematicas de la E.T.S.1. en Topografia, Geodesia y Cartografia 17



Focos

Focos de una seccidn conica son los puntos de contacto de su plano con las esferas
inscritas en el cono y tangentes a dicho plano (el de la seccion).

Relativo a una conica es cada uno de los puntos fijos que determinan la conica. Las
conicas con centro (elipse e hipérbola) tienen dos (a una distancia c del centro) y la
parabola uno.

Folium de Descartes
Hoja de Descartes (1638)
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Area de una superficie de revolucion

Sea la curva y=f(x) siendo f(x)>0 para todo xe[a, b] y f ’ continua en [a, b], el area de la
superficie de revolucion engendrada al girar la curva y=f(x) alrededor del eje OX entre los
valores de abscisaay b es:

x=x(t)
y=y(t)
[to ,t1]. EI &rea de la superficie de revolucion engendrada al girar, alrededor del eje OX, el
arco de dicha curva entre los valores del parametro to y t; €s:

Sea la curva{ } donde las funciones x e y tienen derivada continua en el intervalo

Si la curva esta expresada en coordenadas polares r=f (6) , Y gira alrededor de su eje polar

la superficie de revolucion del arco de la curva entre los argumentos 6,y 6, con 06, <0,
es:

U.D. de Matematicas de la E.T.S.1. en Topografia, Geodesia y Cartografia 10



Casquete esférico

Casquete esférico: parte de la superficie de la esfera, cortada
por un plano que no pasa por su centro.

Area=2mn-r-h
Volumen =g- h®-(3r—h)
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Cicloide

Es el lugar descrito por un punto fijo P de una circunferencia que rueda sin
deslizarse por una recta fija.
En coordenadas cartesianas, las
ecuaciones paramétricas son:

{x r(t-sent)
y

r(1l-cost)

Problema propuesto por Johan BERNOULLI (1696)
Entre todas las curvas que unen dos puntos del plano la curva de descenso
maés rapido (braquistdcrona) es la cicloide. Un ejemplo de arco de cicloide
son las pistas de salto de esqui.
Es tautocrona: si invertimos una cicloide y dejamos caer rodando dos
canicas a diferente altura (sin rozamiento), las dos llegaran al punto méas bajo
al mismo tiempo.
Es isocrona: el periodo de un péndulo no varia cuando este oscila entre dos
cicloides, siendo la trayectoria otra cicloide.
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Cardioide

Es el lugar descrito por un punto fijo P de
una circunferencia que rueda sin deslizarse
sobre otra circunferencia que tiene el
mismo radio.
Las ecuaciones paramétricas, en
coordenadas cartesianas, son:

X = r(2sent - sen2t)

y = r(2cost-cos 2t)

En coordenadas polares:
p=a(1+coso)=2acos*(a/2)

U.D. de Matematicas de la E.T.S.1. en Topografia, Geodesia y Cartografia
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Pendiente

Tangente del angulo formado por una linea o una superficie con el plano
horizontal.

La derivada de una funcién f en un punto a, f ’(a), representa la pendiente de la
recta tangente a f en x=a.
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Teorema del VValor Medio integral

Si f es integrable en [a,b], y m < f(X) < M para todo X< [a,b], existe ue[m,M] tal
que [ f(x)dx = p(b-a)
Si ademas f es continua en [a,b], existe un punto ce(a,b) tal que
[ fe0dx =f(c)-(b-2)
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Asintotas de una funcion

Verticales: Six >a=y — .

lim f(x) = 400 = x =a €S una asintota vertical
X—a

(Solo puede haber asintotas verticales en los puntos que no pertenecen al dominio)

Horizontales: Six > o=y —bh.

lim f(x)=b=y=Db esuna asintota horizontal
X—>*to0

Oblicuas: y = mx + n es una asintota oblicua, siendo:
, f(x .
m = lim (Qj n= lim (f(x)-mx)
X —to0 X X —+o0
Nota; las asintotas nos informa de si la funcion esta o no acotada.
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Esfera

Esfera: solido terminado por una superficie curva cuyos puntos equidistan todos de
otro interior llamado centro.

Area = 4nr?

Volumen :%nﬁ
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Volumen del cilindro

Cilindro: cuerpo limitado por una superficie cilindrica
cerrada y dos planos que la cortan.

Volumen=x-r?-h

Area lateral=2x-r-h
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Volumen del cono

Cono: soélido limitado por un plano que corta a una
superficie conica cerrada.

Volumen =%n-r2 -h

Area lateral=w-r-s
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Volumen del tronco de cono
. 1 2 2
Volumen_gn(r +rR+R%)-h

Area lateral=m-s- (r + R)
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Ecuaciones parametricas

Ecuaciones en las que intervienen pardmetros.

e Ecuaciones paramétricas de una curva plana son ecuaciones de la forma
x=X(t), y=(t) donde el parametro t recorre los valores del campo de
existencia.

e Ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial son las coordenadas de
un vector del subespacio vectorial como combinacion lineal de los vectores
de una base.

e Ecuaciones paramétricas de una recta:

En el plano: siendo P(Xo,yo) un punto cualquieray v=(v,,v,) un vector director.
X=X, +1v,

Y=Y, +1v,

En el espacio: Siendo P=(py,p.,ps) un punto cualquiera 'y v =(v,,v,,v,) un vector
director de la recta.

Ecuaciones paramétricas de la recta: {

X, =pP; + '[Vl
Ecuaciones paramétricas: <x, =p, +tv, .
Xy =Py +1tv,
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Parabola

Parabola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un
punto fijo F, llamado foco, y una recta fija r, llamada directriz.

Sea la parabola de ecuacion reducida y? = 2px , entonces:

Foco: F (p/2,0).

Directriz: x= - p/2.

Eje de simetria: es la perpendicular del foco a la directriz y=0

Vértice: O(0,0) punto de interseccion de la curva con el eje de simetria.
Parametro: es la distancia del foco a la directriz p.

Excentricidad: e=1
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Triangulo Equilatero

Equilatero si tiene los tres lados iguales.
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Cisoide de Diocles

Curva plana construida a partir de una circunferencia de radio a, un punto P que
cumple que la distancia de P a Q es igual a la distancia de O a R. Con ella se puede
resolver el problema de la duplicacién del cubo.

3

En coordenadas rectangulares: y* =

2a—X

X = 2asen’t

En ecuaciones paramétricas: 2asen’t

~ cost
A
Y
4 Q

O a X
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Circunferencia
Circunferencia es el lugar geométrico de los “puntos del
plano que equidistan de un punto fijo llamado centro una
cantidad que se llama radio.
Para una circunferencia de centro C(a,b) y radio r, se
tiene que: d(C,P)=r con P(x,y) punto genérico del plano
obtenemos: (x- a)2 +(y - b)2 =r’ ©x*+y’-2ax—-2by+a’+b*-r*=0

Longitud =2mnr

Circunferencia
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Dominio de definicion o campo de existencia.
Conjunto de valores para los cuales se pueden efectuar los calculos que indica la

expresion analitica de la funcion.
D ={ x &R tales que, existe y = f(x) }
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Simetrias de una curva en forma polar

Para una funcién r =r(a) en forma polar:
Simetria respecto el eje polar:

Al sustituir o por —o. queda lo mismo: r(a) =r(-a):

Simetria respecto al polo:

Al sustituir o por a+n queda lo mismo: r(a) =r(o+m):

Simetria respecto el eje Y:

Al sustituir a. por n—a queda lo mismo: r(a)=r(r-a):
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Integrales en intervalos no acotados
(Integral impropia de 12 especie).

Los distintos tipos son: a) j_';f(x)dx,b) j;f(x)dx, c) j_if(x)dx

a) Sea aeR, f(x) funcién acotada e integrable en el intervalo [a,x] para todo x >a.
Definimos [ f(x)dx = lim jakf(x)dx
* Si este limite existe, y es igual a un n° finito L, se dice que la integral j:f(x)dx =L,

es convergente.

« Si tal limite es infinito la integral es divergente.

 Cuando no existe limite se dice que no existe valor de la integral o ésta es
divergente por oscilacion.

b) De la misma forma, f(x) es acotada e integrable en el intervalo [x, b] siendo
beR.

Se define: j_b f(x)dx = lim J':f(x)dx En los casos en que, éste limite (sea finito, sea

infinito o no exista), la integral sera (convergente, divergente o b divergente por
oscilacion).

c) Se define I_Zf(x)dx = _[;f(x)dx + _[:Of(x)dx . La integral del primer miembro se dice

convergente, si existen y son finitas ambas integrales del segundo miembro. Se dice
divergente si al menos una de ellas es no convergente.
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Integrales de funciones no acotadas.
(Integral impropia de segunda especie).

a) Sea f(x) una funcion definida en un intervalo (a,b], integrable en todo intervalo
[x,b] con a<x<b y no acotada en el limite inferior del intervalo de integracion,
lim f (X)=zo00.

x—a*

I:Lbf(x)dx =lim Lb f(x)dx, | es convergente, divergente u oscilante si el limite es
finito, infinito o no existe, respectivamente.

b) Analogamente se define la integral en intervalo de la forma [a,b). Sea f(x) no
acotada en el limite superior del intervalo de integracion Iirrgff (X)=%0

I= Lbf(x)dx =lim Lbfgf(x)dx, | es convergente, divergente u oscilante si el limite es
finito, infinito o no existe, respectivamente.

¢) Si la funcion esta definida en (a,b) y Iim f (x)=%o; lim £ (x)=+c0, siendo integrable

en todo intervalo contenido en (a,b) diremos que la integral 1= Lbf(x)dx es

convergente cuando lo sean simultaneamente las integrales de f en los intervalos
(a,cly [c,b).

d) f(x) no esta acotada en un punto ce(a,b).
[ 109dx [“Fqx + [ Fxdx = lim [ fx)cbxc lim " f(x)dx

g,—>0dCte,

en caso de ser ambos limites finitos la integral del primer miembro es convergente,
en otro caso la integral es divergente.
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Maximos locales.

e La funcion f tiene en el punto x=a un maximo local o relativo si existe
un entorno (a-h, a+h) de a tal que para todo x =a del entorno se verifica:
f(x)<f(a) resulta f(x—h)<f(a)>f(x+h).
Sif’(@)=0y f’(a)< 0, entonces (a, f(a)) es un méximo local
También pueden existir extremos (maximos y minimos) donde no es derivable
la funcion.
e Se dice que f tiene un maximo relativo en un punto (x,,y,) A cuando

f(Xy,¥,) 2T (X y) V(XY) perteneciente a un entorno de (X0, Yo) -

e Maximo Absoluto es el mayor de los maximos locales o relativos.

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 114



Eje

Eje es la recta del plano o del espacio que sirve de referencia a los puntos de ese
plano o de ese espacio 0 bien a una figura o a una transformacion.

La elipse y la hipérbola tienen dos ejes de simetria; la parabola solamente uno que
pasa por su veértice.

Eje de coordenadas: cada una de las rectas mediante las que se define un sistema
de coordenadas cartesianas en el plano o en el espacio.

Eje de abscisas: eje de coordenadas, generalmente horizontal, en un sistema de
coordenadas cartesianas del plano y que se denomina X.

Eje de ordenadas: eje de coordenadas, generalmente vertical, en un sistema de
coordenadas cartesianas del plano y que se denomina Y.

Eje focal: en una conica es el eje de simetria que contiene a los focos.
e Eje mayor en la elipse corresponde al eje focal
e Eje menor en la elipse corresponde al eje no focal
Eje polar en coordenadas cartesianas polares es la semirrecta que parte del polo.

Eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de los puntos del plano
que tienen la misma potencia respecto de las dos circunferencias.
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Elipse

La suma de las distancias de un punto cualquiera de la elipse a los focos es

igual al doble de su semieje mayor.

Y
2

2
. -/ - X
Sea la elipse de ecuacion reducida =+ 7= 1, entonces:
a

e Excentricidad: e=S<1
a

e Vértices: A(a,0); A'(-a,0); B(0,b); B"(0,-b).
e Semieje mayor: a; semieje menor: b.
e Focos: F(c,0); F’(-c,0).
2
e Directrices: x = i‘%
Ejes de simetria: x=0; y=0; eje focal o eje mayor: y=0.
Centro: O(0,0) punto de interseccion de los ejes de simetria.
Distancia focal: d(F,F")=2c.
Parametro focal: p=b?/a
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Divergencia

Dicho de dos o mas lineas o superficies: Irse apartando sucesivamente unas de
otras.

e Una integral impropia es divergente si existe y su valor es infinito.
« Sobre una funcion vectorial ~ F=fi+f,j+fk
divp) = vE= I, L pvERGENCIA
oX oy oz

Fisicamente, permite medir el flujo del campo a través de una superficie.
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Asintotas en una curva plana

En este parrafo, t, puede ser un nimero real 6 + .
a) Si lim x(t)=a, lim y(t) =4 , entonces: la recta X = a es asintota vertical.
b) Si lim x(t) = +oo, lim y(t)=b , entonces: la recta y = b es asintota

horizontal.
c) Si lim x(t) =40,  lim y(t) =400
: 0 ] : :
1) Si lim ﬂ:{ , la curva carece de asintota y se dice que tiene una
=ty X(t) Foo
rama parabdlica.

Cy) Si ItiLrtlo % =m

Co1) lim (y(t) - m-x(t)) = +o0, entonces no hay asintota; tiene una rama

parabolica.
C22) lim (y(t) - m-x(t)) =b, entonces la recta y = mx + b es asintota

oblicua.
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Lemniscata

Lugar geométrico de los puntos del plano que cumplen que el producto de
distancias a otros dos puntos fijos F(-f,0) y F’(f,0) vale el cuadrado de la
semidistancia entre dichos puntos.

Es una curva en forma de lazo

centrado en el origen.

La ecuacion en coordenadas polares,
es:
r? = k? cos(2a)
La ecuacion implicita, en coordenadas
cartesianas, es:
(X2 + y2) 2 - k2 (X2 _ y2)
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Integrales Eulerianas

Funcion gamma de Euler
SeapeR, p>0. Sea I'(p) = j:e‘xxp‘ldx la funcion gamma de Euler. Esta

integral es convergente y recibe el nombre de Integral Euleriana de 12 especie.

Funcion beta de Euler
Seap,qeR, p,g>0. Sea B(p,q) = j:xp*1 (1-x)**dx la funcion beta de Euler.

Esta integral es convergente y recibe el nombre de Integral Euleriana de 22
especie.
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Periodicidad en una curva plana

Si x(t) e y(t) son funciones periddicas de periodos p, y p,respectivamente, la

funcién vectorial Fft) = (x(t),y(t)) es también periddica de periodo p = minimo
comun multiplo de p, yp,, Y solo hara falta hacer variar t en un intervalo de
amplitud p (es decir, te[a, a+p]).

La gréfica sera en este caso cerrada, siempre que X(t) e y(t) y sean funciones
continuas.

La eleccion de a dependera de consideraciones de simetria aplicables a la
curva.

Periodicidad de una funcion

Una funcion f(x) es periodica, de periodo T si existe T =0, tal que,
f(x+T)="f(x) para todo x perteneciente al dominio de definicion.

(Sdlo pueden ser periodicas las funciones cuya expresion analitica depende de
las funciones senx, cosx, tgx, etc.)
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Folium de Descartes

Hoja de Descartes (1638)

Ecuaciones cartesianas:
x®+y®—3axy = 0 siendo a una constante a € R

Ecuaciones paramétricas:

3at
X = 5

1+t .

, siendo a una constante a € R
_ 3at
1+t°
Ecuaciones polares:
3asenocoso .
=—————— siendo a una constante a € R
sen“o.+Cos” o,

Ecuacion de la asintota:



Derivada de una integral.

Si f: [a,b] —R es continua y una funcion derivable en xo0 €(a,b), entonces la funcién

F(x) = [ f(t)dtes derivable en xo y F(x,) = f(g(x,)g'(x,)

Se generaliza de forma que F(x)= I}i(x))f (t)dt es derivable en xo , siendo

Fi(x) = f(g(x0))g"(xo) = (h(xp)h'(x).
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