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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
x =a(t -sent)
y=a(l-cost)’

Solucion

2.- Emparejar cada curva con su grdfica

1.- Representar la curva dada por { siendo a > O.

_ 2
q)x:'rz b)x—f c)x:m‘—sen'r q x =—e'cost . x = sent
y=1*° y:% y=1—cost y = e'sent y =cost
) B) 7)

4
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3.- Realizar el estudio analitico y representar graficamente la curva
{x = cos t + sent

y = sen’t

Sollicion

4 .- Realizar el estudio analitico y representar graficamente la curva
x= T
t-3
T

Y=+ 2)(1-23)

Soluicion

5.- Realizar el estudio analitico y representar graficamente la curva

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica %2
{x 2 sen(t) - sen (21)
Y

2 cos(t) - cos (2t)
6.- Realizar el estudio analitico y representar graficamente la curva

Solucion
{x =a-cos’t

y = a - sen’t

Soluicion

donde a>0.

2 —
x(t) = -1
7.- Se considera la curva de ecuacion: ¥ . Estudiar:
(+) = 41 + 2
i = 1(t + 2)

a) Sime@s de la curva.

b)  Asintotas.

c) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos
singulares.

d) Crecimiento y decrecimiento de la curva por ramas.

e)  Puntos de cortes con los ejes coordenados.

f)  Dibujo aproximado de la curva.

Solucion

8.- Hacer un estudio y representar graficamente la curva:
x (t) = sen (2t)
y (1) = cos(3t)

SolEI

9.- Hacer el estudio de la siguiente curva y representarla graficamente
x = sen(2t)

/(2

Oz
Solucion
10.- De la curva dada por sus ecuaciones paramétricas:
x(.'.) = ecos('r)
cos(t)

Y(.‘.) — esen('f)

Obtener:
1) Campo de variacion de t
2) Periodicidad
3) Simetrias
4) Asintotas
5) Puntos criticos

2 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

6) Estudiar el crecimiento y decrecimiento, mdximos y minimos relativos
7) Representar aproximadamente la curva

Solucion

x(4) = ——
T 43 _3¢+.2
11.- Dada la curva ¥ +2 3t+2 , se pide estudiar:
T —
y() 2 +1

a) Dominio

b) Simetrias

c) Corte con los ejes

d) Asintotas

e) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical. Puntos
singulares.

f) Estudio del crecimiento por ramas

g) Dibujo de la curva indicando cada rama.

Solucion
x(t) = 12 + /2

12.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas { , se pide:
y(t) = +° -2t

a) Campo de variacion de t.

b) Estudio de simetrias.

c¢) Puntos criticos.

d) Puntos de tangencia horizontal y vertical.

e) Estudio del crecimiento por ramas.

f) Calcular y“(x) (derivada segunda de y respecto de x).

g) Dibujo aproximado de la curva indicando las coordenadas de los puntos de

corte con los ejes coordenados.
oz
Solucion
1-

(t-1y
1,2
2 -1

x(t) =

13.- Dada la curva , se pide:

y(t) =

a) Dominio.

b) Asintotas.

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical.
d) Estudio del crecimiento por ramas.

e) Corte con los ejes de coordenadas.

f) Dibujo de la curva indicando cada rama.

Soluicion

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 3



=
-]

" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(‘r)=1_3*

14.- Dada la curva que tiene como ecuaciones paramétricas T hallar:

a) Campo de variacion de t.

b) Asintotas

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.
d) Estudio por ramas del crecimiento y decrecimiento.

Solucion

240 t (3t* —101* + 3) , se pide estudiar:
(1'2 + 1)6

x(t) =+t

15.- Dada la curva

y(t) = -

a) Simetria

b) Asintotas

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical. Puntos
singulares

d) Estudio del crecimiento por ramas.

Soluicion

3t
gy
16.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas 342 - estudiar:
Yeiip

a) Asintotas.

b) Puntos criticos.

c) Puntos de tangencia horizontal y vertical.

d) ¢Cuantas ramas tiene la curva?

Hacer un dibujo aproximado de la misma marcando claramente cada una de

| Solucion

17.- Dada la curva (x(f) y(f)) -~ [ 1 (- 1)2]
’ t-2)(+-1)" t-2
a) Hallar la ecuacion de su asintota oblicua
b) Hallar los puntos de tangencia horizontal y vertical

Solucion

1,2
)y=1-_
x(1)=1-7

18.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas 4
y(t) = 2t - §f3

Se pide estudiar:

4 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

a) Campo de variacion de t

b) Simetrias

¢) Periodicidad

d) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

f) Dibujo aproximado de la curva indicando cada rama.

SoE

2 +t+1

t+1
t? -1
T 2-1

19.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas , se pide:

a) Asintotas.

b) Puntos criticos.

c) Puntos de tangencia horizontal y vertical.

d) Dibujo aproximado de la curva indicando las coordenadas de los puntos

criticos.
Solucion
x(t) = Jt

20.- Sea la cu
ea la curva {y(t) C oot

Se pide:
a) Dominio de variacion de t.
b) Continuidad.
c) Simetrias.
d) Interseccion con los ejes coordenados.
e) Puntos criticos. Crecimiento y decrecimiento.
f) Mdximos, minimos y puntos de inflexion.
g) Asintotas.

Solucion

3
21.- Se considera la curva de ecuacion { v , te [-E,E] Estudiar:
y = sen(3t) 2°2
a.- Simetrias de la curva.
b.- Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos singulares.
c.- Crecimiento y decrecimiento de la curva por ramas.
d.- Puntos de corte con los ejes de coordenadas.

e.- Dibujo aproximado de la curva, en el que se indiquen los puntos obtenidos en

los apartados anteriores. -
Solucion

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 5



"~ Representacién grafica de curvas en forma paramétrica
1.2

t? -1
1.3

y = 1,2 _ 1

Solucion

23.- Hacer un estudio completo y representar graficamente la curva:
1
t(t—1)
1.2
YTy 1

oz
Solucion
24.- Una particula se mueve en un plano vertical xy siguiendo la trayectoria de la
x(t) = cos(2t)
+) . solamente en la region y>0. Se pide:
Y(*)==*9(§)
a) Posicién inicial (x,,y,) de la particula en el instante t = 0.

b) Periodicidad de la curva. Intervalo de tiempo necesario para generar la
trayectoria completa.

c) Calculo de asintotas. ¢Es una trayectoria finita?

d) Calcular los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical de
la curva.

e) Hacer un estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas. ¢Cudl es la
posicion (x, y) mas baja que alcanza la particula? ¢Cudl la mds alta?

SoE

25.- Una particula se mueve en un plano vertical xy siguiendo la trayectoria de la
curva:

X =

22.- Representar la curva dada por

X =

curva:

x(1) = 19 1) y |
2) , solamente en la region x>0. Se pide:

y (1) = cos(2t)

a) Posicién inicial (x,,Y,) de la particula en el instante t = 0.

b) Periodicidad de la curva. Intervalo de tiempo necesario para generar la
trayectoria completa.

c) Cdlculo de asintotas. ¢Es una trayectoria finita?

d) Calcular los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical de
la curva.

e) Hacer un estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas. ¢Cudl es la

posicion (x, y) mas baja que alcanza la particula? ¢Cudl la mads alta?

Solucion
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= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
26.- Como parte de un trazado de un circuito de entrenamiento de formula 1, se
x(t) = sen(2t)

esta considerando la grdfica de la curva: t+ , se pide:
y(t) = cos

a) Campo de variacion de t

b) Simetrias de la curva

c¢) Periodicidad

d) Dar un intervalo de longitud minima donde debe variar “t" para obtener la
grafica completa de la curva. Si no se quiere (ildgico!) que en el circuito haya
cruces, indicar razonadamente un intervalo al que haya que limitarse, dentro del
hallado anteriormente.

e) Asintotas

f) En el intervalo [0, w]: puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y
vertical.

g) En el intervalo [0, w]: ramas de la curva y estudio del crecimiento por
ramas.

h) Dibujo aproximado de la curva completa. A la vista del mismo, ¢cudntas
ramas tiene en total?

X =

27 .- Dada la curva

Y=1.2_1

a) Hallar las asintotas
b) Obtener los puntos de tangencia vertical y horizontal
c) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la curva por ramas.

Solucion
t (3t7-2) 4
1-+  "1-+¢?

28.- Dada la curva (x(f), y('r)) = , se pide:
a) Simetrias de la curva.

b) Ecuaciones de las asintotas oblicuas.

c) Puntos de tangencia horizontal, vertical y puntos singulares.

Soluicion

X('r) = ﬁ
29.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas t+1 ¢ Se pide:
t)= —
Y =36

a) Hallar el Campo de variacion del parametro t.

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 7
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *
b) Estudiar la existencia de asintotas y en su caso calcularlas.

c) Hallar los puntos criticos.

d) Estudiar los puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.

Soluicion

x (0=
30.- Dada la curva: t+ 1. Se pide:
y ()= t?°+1

a) Dominio.

b) Simetrias.

c) Asintotas.

d) Puntos criticos, singulares y de tangencia vertical y horizontal.
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas.

f) Corte con los ejes y con las asintotas.

Solucion

x(t) = sen(3t)
y(t) = cos(2t)

Soluicion

1.2

31.- Indicar el periodo de la curva {

x (1) =

t+1

32.- Dada la curva: Jfr . Se pide:
-1

y (f) =

a) Dominio.

b) Simetrias.

c) Asintotas.

d) Puntos criticos, singulares y de tangencia vertical y horizontal.
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas.

f) Corte con los ejes y con las asintotas.

Solucion
x = cos(2t)
33.- Indicar el periodo de la curva t
y="tg (g)

Sollicion

. 3 x(t) = cos t
34.- a) Simetrias de la curva .
y(t) = t + sent
2
XM =%"3
b) Asintotas de la curva 24
t) =

8 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica %2

x(t) = cos 2t
¢) Periodicidad de la curva +
y(t) = 19 (gj
t) = sent
d) Puntos de tangencia vertical de la curva {x( ) = sen .
y(t) = cost

x(t) =1-cost
y(t) =t -sent

SolEI

35.- a) Sea la curva dada por las ecuaciones paramétricas: [L 4sen(1-)cos(1-)] .
9

tg(1)’

e) Puntos singulares de la curva {

se pide hallar:

i. Campo de variacion de t.

ii. Asintotas.

iii. Dar las coordenadas de los puntos de tangencia horizontal.

b) Sea la curva dada por las ecuaciones paramétricas: (4 cos(t), 4sen(t) cos('l')) ,
se pide:

i. Estudiar si la curva es simétrica y dar el periodo y un intervalo cuya longitud
sea igual al periodo.

ii. Hallar los puntos criticos.

iii. Dar las coordenadas de los puntos de tangencia vertical.

Soluicion

36.- Dada la curva (2pcost + pcos(2t), 2psent — psen(2t), siendo p una

constante p>0, se pide:
a) Campo de variacion de t.
b) Estudio de simetrias.
c¢) Periodicidad.
d) Estudio de la existencia de asintotas.
e) Puntos criticos en [0,n].
f) Estudio por ramas en [0,x].

g) 6rafica aproximada. -
Solucion

37.-Realizar un estudio completo de la curva dada por las ecuaciones
x = 2sen’t

paramétricas: , .
y = 2sen“t cos t

Solucion

1.2
mlf—ljl se pide:

a) Campo de variacion de t.

38.- Dada la curva (

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 9
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

b) Estudio de simetrias.
c¢) Estudio de asintotas.

Solucion

39.- Dada la curva (sen(21'), cos(31')), se pide:

a) Campo de variacion de t.

b) Calculo de puntos criticos en [0, =].

c) Clasificacion de los puntos criticos seglin sean de tangente horizontal,
vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas en [O, 2?11
74

Solucion

40.- Dada la curva (sin(2t), tg(2t)), se pide:

a) Campo de variacion de t.

b) Estudio de simetrias.

c) Estudio de la periodicidad de la curva. Si fuera periddica, dar un intervalo
[a,b] de periodo minimo.

d) Razonar porqué la curva solo tiene asintotas verticales y hallarlas.

Soluicion
2t2 -3

41.- Dada la curva . L > |, se pide:
t-1 (1. _ 1)

a) Campo de variacion de t.

b) Cadlculo de puntos criticos.
c) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangente horizontal,
vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas.

Soluicion

42 .- Dada la curva (In(f - 1),%] se pide:

a) Campo de variacion de t
b) Razonar porqué la curva no es periédica.
c) Estudio de asintotas.

Solucion

43.- Dada la curva (cos(Z*r), cos(31‘)), se pide:

10 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

a) Campo de variacion de t.
b) Cadlculo de puntos criticos en [0, «].
c) Clasificacion de los puntos criticos seglin sean de tangencia horizontal,

vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas en [O, g}
74

Solu€ion

44 - Dada la curva (e"‘l,sen'r) se pide:

a) Campo de variacion de t
b) Explica porqué la curva no es simétrica.
c) Razona porqué todos los puntos criticos de esta curva son de tangencia

horizontal.

Soluicion

2
45 .- Dada la curva (1 J;: ‘1 thj, se pide:

a) Campo de variacion de t.

b) Estudio de asintotas.

c) Calculo de puntos criticos.

d) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangencia horizontal,
vertical o singulares.

e) Estudio del crecimiento por ramas en [0,)

Solucion

2
X(+) — 12? :
46.- Dada la curva dada por las ecuaciones paramétricas ) * s se
y(t) = —

pide:
a) Hallar el campo de variacion del pardmetro t.
b) Estudio de la existencia de simetrias.
c) Hallar las asintotas de la curva.
d) Hallar los puntos criticos.
e) Calcular los puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.
f) Estudio del crecimiento por ramas.

SoE

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 11
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(1) = 1*(11 1)
47 .- Dada la curva expresada por sus ecuaciones paramétricas 1 .
)= ———

v t(1+1)

a) Estudio de la existencia de simetrias.
b) Calcular las ecuaciones de sus asintotas.
c) Los puntos de la curva de tangencia horizontal y vertical.

d) Estudio del crecimiento en las ramas: (-, -1) y (1, ).

Solucion
. I {x(f) = e*" .

48.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas Se pide:
y(t) = cos t
a) Campo de variacion de t.
b) Periodicidad de la curva.
c) Simetrias de la curva:

Al cambiar t por -t

Al cambiar t por -t + =.
d) Asintotas.
e) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos singulares.

f) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas en [0, n].
oz
Solucion

. j . x(.'.) — esent
49.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas

y(1) = e Se pide:
a) Campo de variacion de t.
b) Periodicidad de la curva.
c) Simetrias de la curva:
Al cambiar t por -t
Al cambiar t por -t + n/2.
d) Asintotas.
e) Para - < t < =&, Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical,
puntos singulares.
f) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas en [0, n].

Sollicion

X(1) =
50.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: T_z
1) =
v(t) t+1

a) Hallar el campo de variacion de t.

12 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S..T.G.C.
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= Representaciéon grafica de curvas en forma paramétrica:
b) Hacer el estudio de asintotas.

¢) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos)

d) Estudiar su crecimiento y decrecimiento por ramas.

Solucion

2
(1) - lz'r

51.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: 1 - Iz
y(t) = —

a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.
c) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos).

d) Estudiar el crecimiento y decrecimiento por ramas para t>0.

Solucion

1,2
x(1) =
52.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: I + g
)= —°
v(®) t+1
a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.
¢) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos).
d) Estudiar su crecimiento y decrecimiento por ramas.
Solucion
x(t) = cos t

53.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva:
y(1) = sen(3t)

a) Calcular su periodo, si lo tiene.
b) Comprobar si tiene simetrias.
c) Hallar sus puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, y

puntos singulares para te {O, g}

Solucion

x(1) = sen(3t)

54 - Dada la curva: {y(f) _ tg(t)

a) Calcular su periodo, si lo tiene.

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 13
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

b) Comprobar si tiene simetrias.

c) Escribir la definicion de punto critico, punto de tangencia horizontal, vertical y

. T v ) .
singular y hallar en [O, E} los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y

vertical, y puntos singulares de la curva dada.

Solucion

2 2
55.- Dada la curva: ( 2t , 1-t j
1-+ t

a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.

c) Estudiar el crecimiento y decrecimiento por ramas para t>0.

SoE

_ 42
x(t) = —1(11 :2 )
56.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: 4 +1 Se pide:
t) = —
v() 1+1°

a) Simetrias.

b) Asintotas.

¢) Puntos criticos.

d) Puntos de tangencia vertical y horizontal.
e) Crecimiento y decrecimiento por ramas.

Solucion

‘e . x(t) = sen(2t
57.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: { () = sen(2t)

y(t) = 1g(31)
a) Hallar el campo de variacion de t.

b) Calcular su periodo, si lo tiene.

c) Comprobar si tiene simetrias.

d) Estudiar la existencia de asintotas.

SoE

58.- Las curvas paramétricas se utilizan abundantemente en el campo de
computacion grafica. En concreto las curvas de Bézier (ingeniero de la casa
Renault) se usan para programas de grdficos estandar como Corel Draw y fuentes

14 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

de escritura como TrueType. Para n=3, las curvas de Bézier se definen de la
siguiente manera:

Dados cuatro “puntos de control” Po (ao,bo), P1 (a1,b1), P2 (az,b2), Ps (as,bs),
se define la curva de Bézier (x(t), y(t)) para O < t < 1, mediante las
expresiones

x(t) = a (1 - 1)3 + 3011‘(1 - 1)2 + 3a,1? (1 - -r) + 031-3

y(t) = by (1 - t)3 +3pt(1- 1)2 + 36,12 (1- 1) + byt?

a) Hallar unas ecuaciones paramétricas de la curva de Bézier cuyos puntos de
control son Po (1,4), P1 (3.12), P> (6,15), Ps (7.4).

b) Probar que su pendiente en t=0 es igual a la pendiente del segmento ﬁ

Soluicion

se pide:

Se pide

x(t) = 3cost
y(t)=2sen (2t) °
a) Campo de variacion de t.

b) Periodicidad.

c) Puntos criticos y estudio de puntos de tangencia vertical y horizontal en
[0, =].

59.- Dada la curva {

Soluicion

. x = cos(2t)
60.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas

y = sen(3'r)' para

TC T
te|l-2, = iar:
G{ > 2] estudiar

a) Simetrias.

b) Periodicidad.

c) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical y puntos
singulares.

d) Crecimiento y decrecimiento por ramas.

e) Puntos de interseccion con los ejes coordenados.

f) Asintotas.

g) Hacer un dibujo aproximado de la curva en el que aparezcan los elementos

hallados. .
Solugion
x(t) = tg(2t)

. La siguiente imagen muestra la
y(t) = cos(21) 9 9

61.- Sea la curva de ecuaciones {

grafica incompleta de dicha curva:

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 15
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
P

T

= -2 2 4

Se pide:

a) Hallar el campo de variacion de t.

b) Estudio de simetrias.

c) Razonar si la curva es periodica y obtener el periodo de la curva.
d) Estudio de asintotas.

e) Para valores de t en [O, g], hallar puntos criticos, puntos de tangencia
horizontal, vertical y singulares.
f) Para valores de t en [O, g], hacer el estudio del crecimiento y

decrecimiento por ramas.
g) ¢Para qué valores del parametro t se obtienen los puntos P y Q de corte
de la curva con el eje de ordenadas? Dibujar la grdfica completa de la

| Solucion

3at
x(1)= 1+¢3
62.- Dada la curva (folium de Descartes) 3at? a € R se pide:
_3a
y(.r)- 1+1.3
a) Campo de variacion de t.
b) Simetrias.
c) Asintotas.
d) Puntos criticos.
e) Estudio por ramas.
f) 6rafica aproximada.
Oz
Solucion
2
x() = *2* 1
63.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas ; , estudiar:
+) =
Y =73

a) Campo de variacion de t.

b) Simetrias.

c) Asintotas.

d) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical y puntos
singulares.

e) Crecimiento y decrecimiento por ramas.
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7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

f) Hacer un dibujo aproximado de la curva en el que aparezcan los elementos

hallados. .
Solucion

64.- Dada la curva plana (x(1'), y(t)) = [% sen(2t) + sen(f),Zcos(t)j

a) Estudiar la simetria y la periodicidad.
b) Identificar los puntos criticos e indicar que representa cada uno.
c) Dibujar la curva

Solucion
65.- Dada la curva plana (x(1), y(t)) = [2$en(f),%cos(2'r) + cos('r)]

a) Estudiar la simetria y la periodicidad.
b) Identificar los puntos criticos e indicar que representa cada uno.
c) Dibujar la curva

Sollicion

EJERCICIOS PROPUESTOS

XTIt —3) {x = sen(t)

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 17



"7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

X =a(t-sent
1.- Representar la curva dada por ( ), siendo a>0.
y = a(l — cos t)

Solucion:
Dominiodet. R.

de x:R
dey:-1<cost<1=2a>y2>0
x(—t) =—x(t)

Simetrias: { , luego la curva es simétrica respecto del eje OY.
y(=t)=y(t)

Campo de variacion

o X(t+2m) = x(t) +2ma o
Periodicidad: , luego solamente la y es una funcion periddica de t, de
y(t+2m) = y(t)
periodo 2n. Por consiguiente, la curva no es periddica.

Teniendo en cuenta la simetria, basta estudiar la curva para valores de t > 0.

Asintotas: 1im x(t)=zoo;lim y(t)= ,Zf , luego no hay asintotas.
t—to0

t—*oo

. x'(t)=a(l—cost)=0 = t=0+2nz . o
Puntos criticos: con z € Z; los puntos criticos son peridodicos
y'(t)=a sent=0 = t=0+nz
tanto para x’(t) como para y’(t). Bastara tomar entonces como tales el conjunto to = {0, &, 27},
luego, [0,7] y [m,2n] son las dos ramas que consideramos.
Estudio de derivadas:
. . x'(t)=0= t=0, t=2n
Puntos de tangencia vertical. = No hay (por ahora).
yt)z0=>t#0,t=n

x')20=>t#0,t#mn

=t=n= P, = (ma,2a).
y'(t)=0=>t=0,t=mn

Puntos de tangencia horizontal: {

. x'(t)=0
Puntos singulares: | =t=0=0=(0,0)
y'®=0
x"(0)=0 x"(t)=acost=>x"(0)=a
y"(0)=a y"(t)=—asent=y"(0)=0
Asi, {F"(O),F"’(O)} = {(O, a),(a, 0)} son dos vectores no proporcionales y por tanto, el origen

es un punto de retroceso de primera especie.
Tangente en el punto de retroceso: Recta que pasa por el punto O=(0,0) y es paralela al

vector F"(0)=(0,a). Se trata por tanto del eje OY.
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

Ramas de la curva:
Para t = 0, se obtiene el punto (0, 0); para t = 7, se obtiene el punto (ar, 2a); para t = 27, se obtiene

el punto (27a,0).
, (t sen t
y(x) =X _ sent
x'(t) l-cost
x"(t)=asent ., xi(t)y"(t)—y'(t)x"(t 1
o = y(x)= ()y()' };() ®__ :
y'(t)=a cos t x'(t) a(l—cos t)
t 0 O<t<m T n<t<2m 2n
x(t)=a(t—sent) 0 O<x<am | am an<x<2ma | 2ma
y(t)=a(l—cost) 0 O<y<2a |2a 2a>y>0 0
x'(t)=a(l—cost) 0 + 2a + 0
y '(t)=a sent 0 + 0 - 0
(x) = y'(t) _sent | A + 0 - A
Y x'(t) 1-cost | punto creciente maximo decreciente | p, ¢
singular singular
t=m ) )
\ t=2n
t=0 X=am

Maximo en el punto (ar,2a). Por la simetria respecto al eje OY vy la traslacion de la x, podemos

hacer un dibujo aproximado de la curva:

N N N

Esta curva se denomina cicloide; representa la trayectoria de un punto de una circunferencia que
rodara sin deslizarse sobre una recta.

Cortes con los ejes:

t=0= 0 =(0,0)

t=2n = P, = (2na,0)

Con OY: x(t)=0=t=sent=t=0=0=(0,0)

Con OX: y(t)=0=>cost=1= {

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 19
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica -

2.- Emparejar cada curva con su grdfica

a2
a) x = t? b) x=1 9 x:T—sean x = e'cost . x = sent
y = t° y=% y=1—cost y = e'sent y =cost
a B Y)
¥ . : : . : .
1.5 ’ s v ¢
2 1.5 -1 -0.5 0.5 1.5 : 4 -3 -2 - 1 2 31 > 15 1 -0
0.5 -
1.5 N
5) * &)

8 -5 -4 -2 2 4 5] £
& -H -4 -2 2 4 6 £
_2 ’ -2
+1_4 tr-4
_5 -5
& -
Solucion:
x =1t
X = sent i\/; X
=x*+y>’=1=a) b) t =y = =y’ =2=p)
y =cost —— 2 4
2 4
¥
o .
¥ 3
2
o o .
4 -3 -2 -1 1 2 El <
* -1
2 -1.5 = -0.5 0.5 1.5 r
-0.5 =2
-3
-1.5 C
-7
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"7 Representacion grafica de curvas Y
€) °

x =t—sent ‘
c) cicloide B -
X(-t)=-X(t) & 6 -4 -2 2 4 6 ¢
y(-t)=y(t) A
simétrica respecto el eje de ordenadas T

x=t 2
a){ L= yi=ExX 7) : b
simétrica respecto el eje de abscisas. . _

ot

d) X = e cost 5 L

y = e'sent \ys

-5
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

3.- Readlizar el estudio analitico y representar graficamente la curva
{x = cost + sent

y = sen’t

Solucion:

Dominio:

Simetrias

{X (—t) =cost—sent # £x(t)

y (-t)=y (1)

Periodicidad: {

no se deduce simetrias.

Periodo de la x: 2n
) = La curva es periodica de periodo T = Basta estudiar
Periodo de lay: 2=

la curva para t € [0, 2n] .

Asintotas: No hay, pues [x|<2 y [y|<1.

Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

, T Sn . .
x'(t)=cost-sent=0; sent=cost=> tgt =1 => t = —;t = T puntos de tangencia vertical.

Za
sent =0 n _3n o
y'(t)=2costsent=0; = = t=0,—,71,—, 21 puntos de tangencia horizontal.
cost=0 2 2

Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas
t x(t)=cost+sent y(t)=sen’t x'(t)=cost-sent | y'(t)=2costsent | y'(x)=y’(t)/x’(t)
0 1 0 1 0 0
0<t< ™ Crece Crece + + )
T NG Y 0 1 no existe
4

T T decrece Crece + - !
—<t<—

4 2

T 1 1 -1 0 0

2

T decrece decrece - - )
—<t<m

2

T -1 0 -1 0 0

5t | decrece Crece - + !
T<t<—
4

Sn 2 Y 0 1 no existe

4

Sn 3 | Crece Crece + + )
—<t<—
3n -1 1 1 0 0

2

3n Crece decrece + 1 !
—<t<2nm
21 1 0 1 0 0
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7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
Puntos de tangencia horizontal: (1,0); (1,1); (-1,0); (-1,1);

Puntos de tangencia vertical: (\/5 >

Cortes con los ejes

Con OX:

0
y=sen’t=0=sent=0=>t=<11 =

27
Con OY:

3n 7
x=cost+sent=0—= sent = —cost =t = T,T = punto doble.
. . . . - 2 . .
¥
71.5
. [COSCEFINGEY , SINI )"

£3 RAMA

13 RAMA

X
2 1.5 -1 0.5 0.5 1 1.5 2
105
1
115
2

Concavidad y convexidad:

dy'(x)/dt _, cos’ t+sen’t n 3n 5t T

y"(x) = —=0= t=—;—;—;— cuya derivada se anula 0 no existe.
dX/dt (COSt — Sent) 4 4 4 4
t (0,m/4) (n/4,31/4) (3n/4,5m/4) (5n/4,7n/4) | (7n/4,27)
y’(x) + - + - +
concava convexa concava convexa concava

Puntos de inflexion: (ﬁ,l);(O,%);(_\/E’l);(o,%j

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 23
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= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

4 .- Realizar el estudio analitico y representar graficamente la curva

X — t
t—3
y = t
(t +2)(t —3)
Solucion:
Dominio:
Simetrias
X (—t) -ttt # £x(t)
—t—-3 t+3 ) ,
¢ no se deduce simetrias.
Y ()= @y
Periodicidad
Las funciones no son periddicas.
Asintotas

Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t—> —o;t >0t > -2t >3

lim x(t) = lm —— =1

t——0 to—ot —3
¢ = P(1,0)

lim y(t) = lim — =0
t—>—w y(®) t—>—w (t + 2)(t _ 3)
lim x(t) = im—— =1
t—00 too t —3

¢ = P(1,0)
limy(t) =lim——— =0
t—m y(®) t—m (t+2)(t—3)
lim x(6) = lim ——=2; lim x(t) = lim ——=2
t——2" to2t—3 5§ t»-2" t-2"t—-3 5§ .

= X =—| Asintota vertical.

lim y(t) = lim —— = —o0; Tim y(t)= m ——— —
t—>-2" t—>-2" (t+2)(t—3) ,t—>72* t—>-2" (t+2)(t—3)
limx(t) = limL =—o0; lim x(t) = limL =0
to3” t>3 t—3 t—3* >3t —3

t t
limy(t) = lim—————=—o0; lim y(t) = lim—— =
lim y(t) = lim (t+2)(t-3) lim y(t) = lim (t+2)(t-3)

¢ e

t+2)(t-3 Y

limY(t)=lim( ) )=lim ! =l=m 5 25
t—3 X(t) t—3 t t=3 (t+2) 5

lim (y(t) —mx) = lim ¢ LU S TS U __3
3 >3 (t+2)(t=3) 5(t=3)) =3[ 5(t+2) 25
es una Asintota oblicua.

No hay asintotas horizontales.
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

X () = - —<0

t* +6

T ey

Puntos criticos cuandot — —2;t — 3

Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

|-" \ ‘
)

) 2

t t<-2 -2<t<3 3<t
x(t) 1>x>2/5 | 2/5>x>-0 00 >x>1
y(t) 0>y>-00 00 >y>-00 00 >y>()
X'(t) - - -
y'(t) - - -
y'x)=y’ (/X (1) 7 1 7

Cortes con los ejes
x=%=0:>t=0:>y(0)

t

Y i+ 2)(1=3)

¥

=0

=0=t=0=>x(0)=0

1.5

0.5

=

X=2f5

¥=Xf5-3/25

33RAMA X

-0.5

-0.5

-1

R

1.5 2 2.5

se trata de una hipérbola. Si despejamos t en funcidn de x y sustituimos en y resulta la expresion

x2-5xy-x+2y=0 de una conica.
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7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

5.- Realizar el estudio analitico y representar grdficamente la
x = 2 sen(t) - sen (21)

curva:
y = 2 cos(t) - cos (2t)

Solucion:
Dominio de t l

Periédica de periodo - por ser el seno y el coseno funciones periddicas de periodo 27

) x(-t) = 2 sen(-t) - sen(-2t) = -x(t)
Simetrias: Al cambiar t por —t :
y(-t) = 2 cos(-t) - cos(-2t) =y(t)

Asintotas: no hay por ser funciones acotadas

Puntos criticos: son aquellos valores de t donde x’(t) o y’(t) se anulan o no existen
Por ser simétrica y periodica de periodo 27 basta estudiar entre 0 y =

' _ _ _ . g .
{X(t) = 2sen(t)-sen(2ry | * (D = 2eos(O)2eos@OT0= {O,i3n,i27f}

j—
Y= 2005 -eos(2t) | o4 sen(zt)=0:>t={0;n;i§n;ﬁn}

Nos quedamos con los puntos criticos -
Puntos de tangencia vertical: son aquellos valores de # donde x’(£)=0y y’(¢) es distinto de cero.
para t= 2m
3
Puntos de tangencia horizontal: son aquellos valores de ¢ donde y’(£)=0 y x’(#) es distinto de cero.
iy
- par =3 ;i pare 1=

Puntos singulares: son aquellos valores de ¢ donde y’(¢)= x’(¢)=0:

- para t=0. Ademas de primera especie; ya que:
x"(t) = -2 sen(t) +4 sen(2t) '
’ = (x'(0).y"(0))=(0,2)

y'(t) = -2 cos(t) +4 cos(2t)

e = (0570)=(6)

y"(t) = 2 cos(t) - 8 cos(2t)

Que no son proporcionales
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Estudio por ramas:

= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

Rama x(t) y(®) O | vy |[YxyOx©
0°<t<60° 0<x<73 I<y<— + + + 1
V3 343 1
60°<t<120° |— —\|=>y>—= - -
2 a D |
120°<t<180° ¥>x>0 ——>y>-3 - - + T
2
12 RAMA
1
22 RAMA
t
-1
-2 33 RAMA .
Por ser simétrica respecto el eje OY
o
8 6 4 4 6 3

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

6.- Redlizar el estudio analitico y representar grdficamente la curva
{x =a-cos’t

,, donde a>0.
y = a-sen’t

Solucion:
Dominio:
Simetrias

X (—t) = x(t)

y (=) =-y (t)
x(-t)=a cos3( -t)=a cos3( t) No cambia signo
y(-t)=asen3(-t)=-asen3(t)Cambiasign0
Luego: es \simétrica respecto el eje OXI
Periodicidad
{Periodo de lax: 2n

Periodo de lay: 2w

= La curva es periodica de periodo T = Basta estudiar la curva para

te [O,Zn] .

(Qué intervalo se debe tomar para el estudio de la curva?
Consideraciones que se debe tener en cuenta:

1. La funcidn es simétrica respecto el eje OX.

2. La amplitud del intervalo es 2.

El intervalo sera: [0, t],ya que paraty (-t), las x coinciden.
Asintotas

No hay, pues |x| <ay |y| <a.

Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

cost =0 = t = arccos0 2{90" = g
x’(t)=-a~3cos2t~sent=O:> o
sent = 0 = t = arcsen(0 =
180° = &
00
sent = 0 = t = arcsen(0 = {
y’(t)=a-3sen2t-cost=O:> T
T
cost =0 = t = arccos0 = {E
Rama x(t) y(t) X’(t) y'(t) Y x= Y (O/X (1)
0°<t<90° a>x>0 | O<y<a - + - l
90°<t<180° | O>x>-a | a>y >0 - . + 1
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“%" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

Estudio de los puntos singulares
e xX(t)=-3 -a-sent- coslt
e x’(t)=3-a-2-cost-sent-sent + cost- (-3 a-coszt)=

2t-3-a~cos3t

2

= 6-a-cost- sen

t +6-acost-2-cost'sent+ 9-a-sen t-cos2 t=
2

« X’’(t)=-6-a'sen t-sen

= -6-a-sen3t+12-a-sent-cos t+9~a-coszt-sent
. y’(t)=3-a-sen2t-cost
. y”(t)=3-a-2-sent-cost-cost+3-a-sen2t-(-sent)=
2 3
t - t

=6-a-sent - cos 3-a-sen

e y’(t)=6-a'sent-2-cost ‘(- sent)+6-a-cos t-cos2t — 3-a-3-sen’t-cos t =
=-12-a-sen’t - cost+6-a-cos>t—9-a-sent- cost
en particular para l: F(x"(0),y"(0)) = (-3a,0) ; F(x"(0),y"(0)) = (0,6a) no son proporcionales,

punto de retroceso de 1% especie y de _

para -: F(x"(n/2),y"(1/2)) = (0,=3a) : F(x "(n/2), y"(n/ 2)) = (=6a,0) no son
proporcionales, punto de retroceso de 1? especie y de _
para ': F(x"(n),y"(m)) = (—a,0); F(x"(n),y"(m)) = (0,—6a) no son proporcionales, punto de

retroceso de 1* especie y de
Concavidad y convexidad:
Y'x= Yy (O/x(H)=-tgt

[} 2 2
y"(x)de(X)/dtz_ 1+tg°t - 1+tg t2 > 0;vt e [0,1]
dx /dt —3asentcos”t 3asentcos”t

ASTROIDE Grafica

P4

Por ser simétrica
respecto eje OX
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7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

2 —
x(t) = -1
7.- Se considera la curva de ecuacion: 1
(1) = 4r+2
4 H(t + 2)

a) Simetrias de la curva.
b) Asintotas.

. Estudiar:

c) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos

singulares.
d) Crecimiento y decrecimiento de la curva por ramas.
e) Puntos de cortes con los ejes coordenados.
f) Dibujo aproximado de la curva.

Solucion:
Primeramente, buscaremos los dominios de x(t) e y(t):

x(t) =
y(t)

t* -1
t
_4t+2

T t(t+2)

=D, ={teR/t=0}

=D, ={teR/t#0yt=-2}

Dominio o campo de variacién de t: D, =D "D, = {teR/t=0yt=-2}

a)

R(t) = (—tzt—l _ 21 —x(t)

Jet) = 4(-t)+2 _ A2 {y(t)
—t(-t+2) t(t-2) |-yt

b) Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t—>—oo;t > -2;t—>0;t—>

21
lim x(t) = lim =—00
t—>—0 t—>—0
Cuando t tiende a menos infinito: t
i L 4t+2
lim y(t) = lim =
t——00 t—>—00 t(t + 2)
2
lim x(t) = lim -~ =3
A t—>-2 t->-2  t 2
Cuando t tiende a -2: 442
lim y(t) = lim ——2 = 450
t—>-2 t—>—2 t(t + 2)
. ot -1
limx(t) =lim =+o0

Cuando t tiende a O:

30

t—0 t—0 t
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Representacmn grafica de curvas en forma paramétrica
4t+2

—hmY()—l t(t2+2)=—1¢0
t—0 X(t) t-0 t°—1]

t
4t+2 t* -1
(t(t+2) S j_

t* —
limx(t) =lim
t—w t—w© t

hm y(t) =1lim dt+2
o t(t+ 2)

) Puntos criticos: son valores de t donde x’(t) e y’(t) se anulan o no existen.

x'(t) =

=

—hm(y(t) mx ) = lim

t—0

_3
2

=

Cuando t tiende a mas infinito:

e 4(t +t+1)
Y(t)——m

Puntos criticos para -

No hay puntos de tangencia horizontal, ni vertical. No hay puntos singulares.

d) La curva es siempre _, puesto que y'(x)<0

<0,vt#{-2,0}

e)
2
X(t)— 1—0:>t—+1:>y( +1)=2
y(t) = 4t+2 0:>t=—l:>x l =i
t(t+2) 2 2) 2

Punto de corte con el eje de ordenadas: que ademas es doble.
Punto de corte con el eje de abscisas:

f)D, = (—0,-2)U(-2,0)U (0. =)

33 RAMA \

2 22 RAMA

12 RAMA

-4
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7" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = sen (2t)

8.- Hacer un estudio y representar graficamente la curva:
y (1) = cos(3t)

Solucion:
a.- Dominio: l
b.- Simetrias

{X (_ t) =X (t) , curva ; basta estudiar t €[0,00) y completar la
y(-t)=y(t)

grafica por simetria.

c.- Periodicidad
Periodo de la x :2771: =7 o

= La curva es periddica de periodo T = mcm (n,?j = = Basta
i

Periododelay: 23

estudiar la curva para te [— T, n]. Por tanto, teniendo en cuenta la simetria, haremos variar t en
[0, n] y completaremos la grafica por simetria.

d.- Asintotas

No hay, pues |x| <ly |y| <l1.

e.- Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

T T
x'(t)=2cos(2t)=0= 2t = 2 =14 , pues 2t € [0,27]
A
2 4
0
T
T 3
y' (t)=—3sen (3t) = 3t = =>t= , pues 3t € [0,37]
2n 2n
3n 3

T

{Puntos de tangencia horizontal: P,,P,,P, y P,

Puntos de tangencia vertical: P, y P

Puntos singulares: No hay
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"7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *
2n 3n

i T T
Puntos criticos: t, =0<t, =—<t; ==<t, =—<t;=—<t; =7
4 3 3 4
f.- Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas
t (x,y) X’ y | vy y(x)
T + - - 2
(O’Zj 0,1) > (1,—£] 14 A2
2 2
T AINRE ) o V2
) L—— | =] —,-1 -1 T -==
4°3 2 2
n 2n V3 NG} - + - 14 -1
PR —,-l|>|-——.1
33 2 2
2n 3n 3 N2 - - + 2
— S ey Y S T el =T
3 4 2 2
3n + - - >
(—,n) —1,£ (0,-1) V2 |
4 7 2
t= g = P,(0,0)
g.- Cortes con los ejes
0 t=0=P(0,)
ConOY: x=0=sen(2t)=0=2t={n = t=§:>P7(O,O)
2% |t=n=P,(0,-1)
n t="=p, (ﬁ,oj
2 2
3n T
ConOX:  y=0=>cos(3t)=0=3t= 5 = t—5:>P7(O,O)
St
5 t:S_chpg[_ﬁ,O]
6 2
h.- Grafica para t e [O, n] i.- Grafica completando por simetria

respecto al eje OY
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- Representacion grafica de curvas en forma paramétrica ™

9.- Hacer el estudio de la siguiente curva y representarla graficamente
x = sen(2t)

r=s(3)

Solucion:

- . . . T
Dominio: Teniendo en cuenta que la tangente no esta definida en Eresulta:

Simetrias
{x (—t) =-x(t)
y (=t)=-v (t)

Periodicidad
{Periodo delax:m

) = La curva es periodica de periodo T = Basta estudiar la curva para
Periodo de lay: 2w

te[0,x].

Asintotas
En los puntos que no son del dominio de t:

t
limx(t) =limsen2t =0; lim y(t) = lim tg (E) = Por tanto _
ton ton t—1 ton
Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

y'(t)=(1+tg*(t/2))/2>0; no hay puntos de tangencia horizontal.
No hay puntos singulares.

Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

t x(t)=sen(2t) y(H)=tg(t/2) | x'()=2cos(2t) | y'(O)=(1+tg*t/2))/2 | y'(x)=y’()/x’(t)
0 0 0 2 1/2 1/4
T Crece Crece + + 1

0<t<Z
T 1 J2 -1 0 2-2 no existe
4

T 3n | decrece Crece - + !
—<t<—

4 4
3n -1 J2 +1 0 242 no existe

4

3n crece crece + + 1
—<t<7m

4
I 0 00
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Representacmn

Puntos de tangencia vertical:

Cortes con los ejes
Con OX:

0 0
y(O)=tg(t2)=0= =1 = t={" =0(0,0).
2 T 21
Con OY:
0 [t=0=0(0,0)
x(t)=sen(2t)=0= 2t =1 = t=7n/2= P(O,l)

2n t = m = asintota vertical

iraﬁca de curvas en forma paramétrica *

-1.5n -n —-B.5n B.5n n 1.5n

-1

-2

y por simetria

2n

Unidad Docente de Matematicas de la E.-T.S.I.T.G.C.
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

10.- De la curva dada por sus ecuaciones paramétricas:
X(T) — ecos(1')

cos(t)

y(.r) = esen(f)

Obtener:

1.- Campo de variacion de t

2.- Periodicidad

3.- Simetrias

4.- Asintotas

5.- Puntos criticos

6.-Estudiar el crecimiento y decrecimiento, mdximos y minimos relativos
7.-Representar aproximadamente la curva

Solucion:

1)

2) cos(t) es periddica de periodo. y tg(t) es periddica de periodo m. El periodo de la curva es el
minimo comun multiplo: 27t. Por tanto, basta estudiar el intervalo [-&t, 7].

1 1 1 1

3) x(-t)=x(t) pero y(—t) =" =" =——=—— que no coincide con y(t) ni con —y(t). Por

) y(t

tanto, la funcion no es simétrica.

4) Asintotas

Asintotas horizontales y asintotas oblicuas no puede haber pues x(t) es una funcion acotada.
Célculo de los limites en los puntos t=-x, 0, .

t=-m: lim y(¢) =+

1—>—7

lim y(¢) =0

t—0"

=0 :
t—>0"

t=m lim y(¢)=0

t>+71"

5) Puntos criticos

')=0= HN=0=t=-x,0,
xV(t) — dX(t) — _ecos(t)se (t) X ( ) sen( ) T T
dt Ix'(¢),Vte[-n, 7]
cos(?)
O __ e [ yO#0 el
(= dt sen’(t) |3y '(t),excepto,t € {—7[,0, 7[}

puntos criticos: - Se denominard: rama l: [-t,0] vy

6) Crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos relativos

rama 2: [0,r]

t -t (-n,0) 0 0+ 0, m) s
(x,y) (1/e,0) (e,0) (e,10) (1/€,0)
x’(t) 0 + 0 0 - 0

0 o : 0 = i 0
£(x)=y’(t)/x’(t) - N > + A >

36
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

Tomando un punto dentro de cada rama
X' (-n2)=1  y(-n/2)=-1
X’ (m/2)=1 y’(m/2)=-1
7) Representar aproximadamente la curva

}r '5 __:—p'. . t=0+
4 RAMA 2
RAMA 1
3
+
L 2 .
rl
t= p" =0- X
3 -2 -1 1 2 3 4 g
1
-2 X =g
¥=1l/8
-3
Detalles del corte con el eje x (tangentes horizontales):

282 264 266 2.8

0.365 0.366 0.367 0}368 0.369 0.37 0.371 0.372

2.74

2.76
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7" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(t) =

T $3_3t+2

11.- Dada la curva i 42 S , se pide estudiar:
y() = 2 +1

a) Dominio

b) Simetrias

c) Corte con los ejes

d) Asintotas

e) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical. Puntos
singulares.

f) Estudio del crecimiento por ramas

g) Dibujo de la curva indicando cada rama.

Solucion:
a) Dominio:
t
xX()=——=D_=iteR/tx-2yt=#l1
=5—775=Dx { yt#1}
5 =
t)= =D =R
y(® t? +1 y

b) Simetrias

(-1) s
x ()= () —3(-t)+2 ¢ —3tt—2 i

() _.¢

y (-t)= = =y(-t)

Observamos que x(t) cambia de expresion. Luego

¢) Cortes con los ejes:
t

X(t)=——=0=t=0=vy(0)=0
V= 302 y(0)
t2
t)= =0=>t=0=x(0)=0
Punto de corte es ”

Calculamos cuando y =0, pero la Uinica solucion es t =0, coincide con el resultado anterior.
Si t = +oo, entonces x = 0 y calculamos y = 1. Punto de corte Q(0, 1). Luego hay dos puntos de
cortes con los ejes.
d) Asintotas:
Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t—> -t >0t > -2t —>1
Horizontal: si x — oo, entonces y — constante. Miramos el Dominio.

lim x(t) = im ————=
. . I e toto 7 — 3t 4+ 2
Cuando t tiende a infinito: 5 =P=(0,1)
tl—lgc}o Y(t) - t1—1>r£a t2 +1 =1

Se calcula cuando t = -2
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hm x(t)—hmZt 3012 =700
t—— +

2

hm y(t) = tll)m2 " +1

Se tiene otro valor t—l , para este valor también x —o0

limx(t) = lim =+
t—1 t—1 —3t+2

tz
limy(0 = lim 7 =

A. Verticales no hay.

A. Oblicuas no hay.

e) Puntos criticos: ya sabemos dos t=-2, t = 1. Calculamos t para que la derivada primerade x e y
sean cero.

2(t2+t+1)
(l—t)(t2 +t+2)°

(t +1)

Tenemos otro punto critico cuando t=0. Si t = 0, entonces x =0 e y =0
Puntos de tangencia horizontal: x'(t) = 0 e y'(t) #0.

Puntos de taniencia vertical: x'(t) # 0 e y'(t) =0. Esto sucede si t=0
Punto siniular si x‘itl) =0 e y'(t) =0. Si t —o0, entonces x'(t) =0 e y'(t) =0

f) Ramas

—0<t<-2- 0<x<o [>y>4/5
2H<t<0 -0<x <0 4/5>y>0
0<t<l- 0<x<o00 O0<y<1/2
1+<t<oo o> X >0 12<y<1
g) Representacion Grifica:

Introducir la curva y poner en valor minimo un valor alto, y en valor maximo -2.

A continuacion, introducir de nuevo la curva y poner como valor minimo -2 y como valor maximo
0. Asi con todas las ramas.

=0=t=0

y'(®=

4
}"r__a + .
12
4
R\
4 -3 -2 -1 J]lq41 2 3 4
2
-3
—4
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7" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = 1 + 2

12.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas () , se pide:
y(t) = +° - 2¢

a) Campo de variacion de t.

b) Estudio de simetrias.

c) Puntos criticos.

d) Puntos de tangencia horizontal y vertical.

e) Estudio del crecimiento por ramas.

f) Calcular y“(x) (derivada segunda de y respecto de x).

g) Dibujo aproximado de la curva indicando las coordenadas de los puntos de

corte con los ejes coordenados.

Solucion:
a) R, ya que x(t) e y(t) estan definidas

x (—t)=x(t)
Y {y (0)=-y (1)

completar luego por simetria.
¢) Puntos criticos (donde se anulan 6 no existen alguna de las derivadas)
X' (1)=2t=0 =

Curva . Basta estudiarla para valores positivos de t y

y’ (H)=3t2-2=0 (solo consideramos el positivo).

d) Puntos de tangencia horizontal:

x' (t) =0 \/5
=>t=,[—=
y'(t)=0 3
Puntos de tangencia vertical:
x' (t) =0
y ‘(t) =0
e) Estudio del crecimiento por ramas:

=t=0=>

t X(t) y(t) X'(t) y'(t) y'(X)=y (t)/X(t)
0 2 0 0 -2 tg. vertical
o<t \/5 Crece Decrece + - !
<<, [—
31252 +§ 0— _M
9
2 V242 _4J6 2 2 0 0
3 3 9 3
C
\/% <t<oo A +§Ci . Crece —? * ¥ f
ey ey 4 (YO _diy®)d _x'Oy'O-x"Oy'®_ 1 _
D y700 =4, (v&) dx[x'(t)j dt(x'(t) dx (x(O) x'(6) .
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“% Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

g) Corte con OX:y=0

No hay corte con OY por ser x>0.
Dibujo aproximado:
¥

Qre=0)

—1 1

-1
PL={(2/3))
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

LA

(t-1)
*2

L |

x(t) =

13.- Dada la curva , se pide:

y(t) =

a) Dominio.

b) Asintotas.

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical.
d) Estudio del crecimiento por ramas.

e) Corte con los ejes de coordenadas.

f) Dibujo de la curva indicando cada rama.

Solucion:
a) Dominio

X(t) = ; !

-=>D ={teR/t=l}
2‘) =D, =D ,nD, ={teR/t=lyt=-1}
=D, ={teR/t#lyt+#-1}

Yy =57

b) Al cambiar t por —t no tiene

X (—t):( _tl > # 1x(t)

s e

Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t—> -t >0t > -1t —>1

=0

lim x(t) = lim 5

t—>too t—do0 t— 1
Cuando t tiende a £ infinito: ( . ) = P =(0,1) No es del dominio
. o U
tlirrrolo Y(t) B tliril}o 221 =1

lim x(t) = lim t == 1
) t—>-1 t—-1 (t _ 1) 4
Cuando t tiende a -1: ) =
1 = 1 = +

limy(0)=lim 7 =4

, , t

111’1’11 x(t) =lim =0

t—

t—l (t _ 1)2

2

Cuando t tiende a 1: = Posible asintota oblicua

=iw

limy(0 =lim =

No hay asintota horizontal
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t2
2 —
mzlimwzlim -1 jim e 1):0 No hay asintota oblicua
-0 x(t) 0 t (B |
(t-1)
d)
x()=— —o==n1
(1-t)
Y =——2 0= t=0
(*-1)
c)

e) Cortes con los ejes coordenados

x(t) = ! —0:>t=0:>y(0)=0

(1)

2

=
=0=>t=0=>x(0)=0

Yy =5

f) Dibujo por ramas
Ramas Variacion de (X, y) XM | YO | Yy y(x)
- +

-inf<t<-1 -
0,1)= (—%,oo) (asint. vert) e

-1<t<0 + + + _
(asint. vert) [—%,—ooj — (0,0) =10

0<t<l (0,0) — (00,—0) + - - 04 —0

T<t<af () > 01 T 1 -

Primera rama

Cuarta rama

i (N
Tercera rama

Zegunda rama
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"7 Representacion grafica de curvas en forma parametrlca

Xﬁ)= 7

14.- Dada la curva que tiene como ecuaciones paramétricas 3
t)= ——
Y =1

a) Campo de variacion de t.

b) Asintotas

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.
d) Estudio por ramas del crecimiento y decrecimiento.

Solucion:

a) R={0,1}]

b) Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando t — foo;t — 0;t —> 1

lim x(t) = lim =" =0
t—t0 t—t0
Cuando t tiende a infinito: tt =(0,-1)
lim y(t) = lim —=-1
t—>too toto | — ¢

t

7 =10

1-
limx(0= i

Cuando t tiende a t=0: .
llm y(t)=lim——=0

t=-0 1 —t

—t=0

t3

limx(t) =lim
. t—1 t—1
Cuando t tiende a t=1:

t
i = i _— +
lglll y(®) ltl—I};l 1—t =

No hay asintota oblicua

) Puntos criticos: son aquellos valores de t donde x’(t) o y’(t) se anulan o no existen
x()=232 0= 1=3/2 x(ij:_i
2 27
y'(t) = #0,Vt 3)\__
d)

4
13RAMA

42 Rama (|

e
=
=
=
=
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7" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

t t<0 0<t<1 1<t<3/2 3/2<t
x(t) 0>x>-00 | 0>x>0 0>x>- -
4/27 4/27<x<
0
y(®) -1<y<0 0<y<ow | -00<y<-3 | -3<y<-]
X'(t) - - - -
y'(t) + + + +
y'(x)=y’(t)/x’(t) | decrece | decrece | decrece crece

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.
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~ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica %=

x(t) =+t
15.- Dada la curva _ 240 t (3t* - 101* + 3) , se pide estudiar:
== (Tz + 1)6

a) Simetria
b) Asintotas
c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical. Puntos

singulares
d) Estudio del crecimiento por ramas.
Solucion:
- 1250
Y
1200
1150
1100

6.8 0.4

1-150-

1-200-

-250-
a) simetrias
x(-t)=-t=-x(t)
240t(3t* - 10t> +3

(o = ZCE 00 79)
(t"+1)
|la funcion es simétrica respecto del 0rigen|

Bastara estudiar solamente el [0,00)

b) asintotas la funcion es continua en todo R; queda por estudiar el limite cuando x—o0

4 2
- -

lim y(t) = lim 240t(3t : 10: 3)
t—o0 t—o0 (t _|_1)

=-y(t)

=0 Luego es una asintota cuando y—oo y, por la simetria,

también cuando t—>-o0
¢) Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento
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“Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
x'(t)=1
Calculando la derivada S0 = 34(7t°- 35t1+ 21t7- 1)
> +1y

Resolviendo 7t°- 35t*+ 21t*- 1=0 se obtiene
Seleccionando solamente las raices positivas
corresponden a los , que ademas son y no
tiene singulares.

d) Para estudiar el crecimiento y decrecimiento:
Se calcula t(0)=0

t(0.2282434743)=-100.4589829 (minimo)
t(0.7974733888)=21.42758996 (méaximo)

£(2.076521396)= -0.3473720448 (minimo)

Y, dada la simetria respecto del origen,

© o~ 0
’ = 2 3 3 2 S
8 i < < o ) S ~ 8
o
o~ N I
y - 18] |3 S ls| s
3 - S S = e
o I i 2 o in ~ < =
y’(x) 0 + |0 - 0 + |0 - - 0 + |0 - 0 + 10
y | A" 7 A Y] N 7 A" 7
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3t
141
3t
14+ 43

16.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas , estudiar:

a) Asintotas.

b) Puntos criticos.

c) Puntos de tangencia horizontal y vertical.

d) ¢Cuantas ramas tiene la curva?

Hacer un dibujo aproximado de la misma marcando claramente cada una de sus
ramas.

Solucion:
Dominio de la curva: Estudiamos los valores que anulan al denominador
(1+t=0=>t=-1, luego el campo de variacion es -

a) Solo puede haber asintotas en t=-1 porque cuando t—o (x,y)—(0,0)

lim x(t) = lim —— = o0
-1 t>-1]+t
3 , obtenemos m y n
= =+
lim (0= lim 7 = 4
3t?
—hmY()—h 1+t =limt=-1
o1 x(t) ol 3t t—>—1
1+t
3t 3t 3t
n=lim(y(t)-m-x(t —hm 1 lim =—
- ( (H=m-x(®) (1+t ¢ )l+t3j EE——E

luego - es una Asintota oblicua

b) Puntos criticos: Obtenemos los valores donde las derivadas se anulan o no existen

X'(t):3(<1—2t t_i/: \/2_2

© 3t(2 t') o

'(t)=-— =>t=

Ty %

Los puntos criticos son _
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b)
Ramas Variacion de (X, y)
—o<t<-1 0,0)—> (oo, —oo)
-1<t<0 (%QG»—9(Q0)
1 3[4 3

0<t<L (0,0~ (¥/4,32)
1
§Z§-< t<32 (%ﬂi}%ﬁi)-—)(%/é}%ﬂi)
32 <t<w (ﬂiyzya(QO)

\ (2°(1/3),2~(2/3))

4 rama
5 rama

F R = S
2 rama ] 1 ] L2730, 2 \if:’.J_J'
3 rama

-1 -3 -2 -1 (0,0 1 2 3

-1

-3

—4
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

17.- Dada la curva (x(t), y(f)) - ( 1 (t - I)ZJ

(F-2Xt-1)" t-2

a) Hallar la ecuacion de su asintota oblicua.
b) Hallar los puntos de tangencia horizontal y vertical.

Solucion:
a) Pueden existir asintotas oblicuas para valores de to tales que x(t,) = e y(t,)=00.

En nuestro caso y(t,)=co=t, =12,y x(t,))=c0o=t,=1062.

(t-1)
ey o (t=2) o [ 1 _
iy R L mx(t))‘lt‘i?[ 2 (-2)(t-))
(t=2)(t-1)

Por tanto, - es una asintota oblicua.

b) Los puntos de tangencia vertical son aquellos en que x’(t)=0e y'(t)=0

3-2t (t=1)(t-3)
=17 (t-2)°) (1-2)°

(x'(1),y'(t)) = ( =(0,-3) <> t =%.

Luego el punto es un punto de tangencia vertical.

Los puntos de tangencia horizontal son aquellos en que x'(t)#0 e y'(t)=0

3-2t (t_l)(t_?’) =(_3, 0)=t=3

t—1)2(t—2)2)’ (t-2) 4

(x'(1y'()= (

Luego el punto es un punto de tangencia horizontal.

-

-5
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1.2
=1-
x(1) =1-1

4

18.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas .
y(t) = 2t - §t3

Se pide estudiar:
a) Campo de variacion t.
b) Simetrias.
¢) Periodicidad.
d) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical.
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas.
f) Dibujo aproximado de la curva indicando cada rama.

Solucion:
a) Dominio de definicion de t. Ambas funciones, que son polinomios, estdn
definidas para cualquier valor real de t = |B R

x(-t)=1- % = x(1)

b)Simetrias = bimétrica respecto del eje X.

W) = 2(~1) —%(—rf —3(0)

(Solo habra que estudiar te[0,00])
¢) Periodicidad. NO TIENE

X'(t) =t
P() =248
X()=01=0

d) Puntos criticos {

2 .
Y()=2-4> =01t = - (s6lo se tiene en cuenta el valor t > 0)

Para t=0 resulta |(1,0)

Para t:g: (3 ﬂ)

4> 3

e) Estudio por ramas

t 0 (0N2/2) | \2/220.707 | (N2/2,0) lim t—o0
x(t) 1 3/4 0
y(t) 0 242/3~0.94 -0
x’(t) 0 \2/2
y’(t) 2 0
dy/dx 0 0 o0
crecimiento J T
, X()=01=0
m2 O _

i>o x'(¢) Yy =2-4r=01= 72 (s6lo se tiene en cuenta el valor t > 0)

Por tanto, hay un |minimo relativo en t=0 y un maximo relativo en t = */2/2‘
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= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

u
1.5
1 .
0.7
8.5
x
2 1.5 -1 -B.5 8.5 1 1.5 2
.5
-1
-1.5
-2

Rehaciendo la simetria respecto del e&' ey=0

1.5 - : -+

1.5
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7" Representacion grafica de curvas en forma parameétrica ™

t?2+t+1
X=— -

19.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas :2 i ';1 , se pide:
Y=2 %

a) Asintotas.

b) Puntos criticos.

c) Puntos de tangencia horizontal y vertical.

d) Dibujo aproximado de la curva indicando las coordenadas de los puntos
criticos.

Solucion:
D, =D, ND ={teR/t#-lyt+2}

a) Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t—>Foojt > -1t —>2

t*+t+1
lim x(t) = lim n = +o0
t—>too t—>too . B .
, t = posible asintota oblicua
tT—1 _
tl—lggo Y(t) - tl—lg;lo 2—t =+
t* -1

YO _ i 2=t __j40

m= lim 5
t—tow0 X(t) to>to 17 4t 41
t+1
t? — t?+t+1 2t% +1
n=lim(y(t)—-m-x(t))= lim — m-— -
t—)ioo(Y() ()) teim( ( ) t+1 J t—)ioo(z_t)+(t+l)

lim x(t) = lim =+
t—>-1 t>-1  t+1]

t2
hm y(t) = hrn1 . =0
limx(1) =1in;1t ”1” _7
t— t—

2 t J; 3 N
limy(t) =lim ! =+

t—2 =2 Dt

b) Puntos criticos
Puntos criticos: son aquellos valores de t donde x’(t) o y’(t) se anulan o no existen

0= [0

o (P-ae) B
y(t)——W—OSt—2i\/§
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0°+0+1
x(0)=————=1
Ojl 1:>P‘:(1’_%j
(O)_z 0 2
(2= Y D
(2)( " 3 :PZZ(_?”%j
Y= T
[Tangencia horizontal para =2+3 y =2-\3
X(2+\/§):(2+\/§)2+(2+\/§)+1:_
(=2)+1 5 5\/— \/—
2+3)2-1 3 =h= 5__2 )
YD =)
w25 =2 J3) ;(zlf)ﬂ _3 5
(=2)+ =P, = S 5——2J§ 4}
y(2- [)_MZE
2-(2-V3) 4
8 -6 -4 -2 ":;

243
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

20.- Sea la curva { x(1) = \ﬁ_
y() =t e’
Se pide:
a) Campo de variacion de t.
b) Continuidad.
c) Simetrias.
d) Interseccion con los ejes coordenados.
e) Puntos criticos. Crecimiento y decrecimiento.
f) Mdximos, minimos y puntos de inflexion.
g) Asintotas.

Solucion:
a)
b)

¢) Al sustituir t "por —t: No hay simetrias
d) ﬁ interseccion con los ejes x =0 e y =0 en el Origen de coordenadas.

e) Puntos criticos, crecimiento y decrecimiento
1 x'(t) =0,no0 se da
0 { ®

2\/¥ no existe x'(t) ent=0

y=-pet| YO=0ent=]
no existe y'(t).... no se da

£1(x) = y'(t)/ x'(t) = 2(1 - t)e 'Vt

t 0 0<t<1 1 1<t<oo0 t—o0

X' () + 0 +

y’(t) + 1/2 -

Yy OX (1) I ACNIPOIN R 0 © -4 YO oo
-0 X '(t) = x'(t)

La segunda derivada toma la forma

f"(x) = (df'(x)/ dt)(dt] dx) = 2e”" (2" =5t +1)
f) Maximos, minimos y puntos de inflexion
minimos en t—0" y t—00, y=0

maximo relativoenx =1,y = l/e = 0.3678794411

maximos y minimos

puntos de inflexion

5-17
4
5+\/ﬁ

4

t = ~2.281= I,(x,y) ~ (0.468,0.176)
' (x)=0e 22 -5t+1=0=

=

~0.219= I,(x, ) ~ (1.510,2.233)

g) Asintotas.
Como se vio, y(0)=0; x(0) = 0 no hay asintotaent=0
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
Como limy(t)=0 y limx(t) =00
t—o0 t—o0

Asintota horizontal y = 0 cuando t—o0

v

—-A.25

NOTA:
Otra forma de resolver el problema es obtener el valor de t en x (t) quedando x = t* y sustituyendo

en la ecuacion de y(t) se obtiene f(x) = x’e™ conx =0
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

3
21 .- Se considera la curva de ecuacion {x =t s
y = sen(3t)
a.- Simetrias de la curva.
b.- Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos
singulares.
c.- Crecimiento y decrecimiento de la curva por ramas.

d.- Puntos de corte con los ejes de coordenadas.

t e [-gg] Estudiar:

e.- Dibujo aproximado de la curva, en el que se indiquen los puntos obtenidos en

los apartados anteriores.

Solucion:

a) {X (=) =—t' == (9 curva .
y (—t)=-sen(3t)=-y (t)

Basta estudiar t € [0, g} .

x'(1)=3t"=0=>1t=0

b) 7= t= s

y'(t)=3cos(3t)=0=3t =

Para t=0 se obtiene P1=

Para t = % se obtiene P2

Para t = % se obtiene P3

Puntos de tangencia horizontal:
y’(£)=0,x’(t) #0= P2, P3

Puntos de tangencia vertical:

x’(t)=0,y’(t) #0= P1

Puntos criticos: P1, P2, P3

Puntos singulares: x’(t)=0 e y’(t)=0, no hay

- o [ E ] @
(0,%j 0.0) - ((%)3 ’1) + + + CRECE
(g,gj ((%)3,1j _)((%)3,_1) + - - DECRECE

d) Corte con eje OX:

0

0
=sen(3t)=0=3t=7 =t=
y (3t) {n {%
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7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *
Para t=0 se obtiene P1=(0,0)

Para t=§ se obtiene P4=((%)3 ,Oj

Corte con el eje OY
x=0=t=t=0= P1=(0,0)

e) Se completa por simetria respecto al origen:

Pl /’\P‘;

4 -3 -2 \j : 2 3

-4
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7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

1.2

X =
|

22.- Representar la curva dada por

Y_.'.Z_l

Solucion:

Primer método

Dominio de t. - En este conjunto, no so6lo estan definidas x(t) e y(t), sino que son
derivables y con derivadas continuas hasta el orden que se precise.
X(=t) = x(t)

y(=t)==y(®)’
entonces para valores de t=0.

; basta estudiarla

Simetrias: { luego la curva es

Periodicidad: La curva no es evidentemente periodica.

Asintotas: Por ser lim x(t)=1y lim y(t) =+ ,larecta _
t—>+00 t—+oo

L . . .oyt .t
Ademas, hm1 x(t)=o0, hm1 y(t) =, siendo lim ——==1lim —
t— t—

t—1 X(t) t—1 tz - 1’ y

32 200
lim (y(t)—x(®)=lim =" =tim — D~ enonces:
t—l1 t>1 7 —1] t—l1 (t+1)(t_1) 2

la recta FEXHT/2 ¢S asintota oblicua

Comportamiento de la curva frente a las asintotas:

a) k=1

t—)oo:>{

b) pEXFIR

t—>1,t>1:>{

x—>1 x>1
y — +oo

X —> 400
y —> +o0

1

v - _ - >0
Yeourva ~ Yasintota t2 -1 t2 -1 2 t2 -1 +

Z>YC>Ya'

X — —00
t—>1, t<1:>{

y — -0

1

2
(=1t
ycurva - yasintota = t2 _1 =

<0=y, <y,

Corte de la curva con las asintotas:
2
t

a) x=1 , = 1=1:>‘[2=‘[2—1:>—1=O,absurdo.
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *
t=1
t’ 1
b) y=x+1/2 , = +—= 1-

=1 t*-1 2 t=——
2

El tnico resultado valido es _

, : x(t) =x(t,) .
Puntos dobles: Debemos resolver el sistema ; en este caso particular,
Y(t1) = Y(tz)
7t
t?-1 t°-1 : .
X , sistema que no acepta soluciones en el dominio de t, salvo t; = t2.
t1 _ t2
2 )
e R A

Por tanto, la curva carece de puntos dobles.

x(t) = %—o — =0
Puntos criticos: (23 ; luego, para t > 0.tenemos dos puntos
t
"()=———2=0= t=0, t=%/3
y'(® R

criticos - que anulan alguna de las derivadas, y t =1 para el que no existe ninguna de
ambas derivadas.

Ramas de la curva: Hay tres ramas, correspondientes a los intervalos (0,1),(1, V3 3y (\/5 ,+00).

33\/_

Para t= 0, se obtiene el punto (0, 0); para t= \/§ se obtiene el punto P, = (2 —

lim x(t)=—0 |lim x(t) =+
t—>1" t—>1"

Para t — 1, se tiene que 1 v .
lim y(t)=—00 ° |lim y(t)=+o0
t—>1*

t—1"

yo=Y0_Li ¢

x(1) 2
"()_2(3‘[ +1)

(D7 o X0y 0=y Ox'0) 3 -1
IR x (1)’ 4
YT ey
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Crecimiento y concavidad de cada una de las tres ramas:

IEI (L4 J 4 r [J
i i urv ica“®
= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

Valores corres-

signo de y'(X)

signo de y''(x)

Segundo método:

Dominio, periodicidad, simetrias y asintotas: Ver primer método.

Recordamos que bastaba considerar valores t > 0.

Dominio de Valores corres-
variacion det | pondientes de x |pondientes de y
0>x>-0 0>y>-0 | y'(x)>0 y''(x)<0
O<t<l1 x'(t)<0 y'(t)<0
x decrece y decrece y crece
respecto de t respecto de t respecto de x curva convexa
! rr
+oo>x>i +oo>y>—3\/§ y'(x) >0 y'x)>0
1<t<4/3 2 2y
x'(t)<0 y'(t) <0
x decrece decrece y crece curva concava
respecto de t respecto de t respecto de x
3 '(x) <0 "(x)>0
—>x>1 £<y<+oo y'(X) y''(x)
V3 <t <40 2
x'(t)<0 y'(t)>0
x decrece crece y decrece curva concava
respecto de t respecto de t respecto de x
Grifica:
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= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
Estudio de derivadas (estan calculadas mas arriba):
. . x')=0=>t=0=vy'(t)=0
Puntos de tangencia vertical: No hay.
y'®#0
x(t)z0=>t=0

(00 t=0 =x'(t)=0
Y t=+3

333
)

Para t = /3, se obtiene el punto P, = (2

Puntos de tangencia horizontal.

, COMO ya vimos.

x'(t)=0=t=0
Puntos singulares: =t=0=(0,0)
y'()=0=1t=0,t=+3
2
X V"( ) I 24-':2(t +41) :> X "!(O) — 0
{x "(0)=-2 (=1
y"(0)=0 ° 6t +687+1)
y (t)=—W:>y 0)=-6

Asi, {F"(O), F"’(O)} ={~(2,0),(0,6)} son dos vectores no proporcionales y por tanto, el

origen es un punto de retroceso de primera especie.
Tangente en el punto de retroceso: Recta que pasa por (0,0) y es paralela al vector

F"(0) = (-2,0). Se trata por tanto del eje OX.
x'(t) £ 0= x es decreciente en t

Crecimiento y decrecimiento: ,
Y20 223 t243

Luego y es creciente en t para t > \/§ .
Cortes con los ejes:

Con OX: x(t)=0=t=0=(0,0)

Con OY: y(t)=0=t=0=(0,0)

Tabla:

t o 1 J3 +00
x" 10 - - - -

y' |0 - - 0 +

0 J —00 +00 J 3 s 1
X 2
A
2

Grifica:

Para dibujar la curva recordemos la simetria respecto del eje OX.
(Ver primer método)
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7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

23.- Hacer un estudio completo y representar graficamente la curva:
1

t(t-1)
12
t-1

X =

<
]

Solucion:

a.- Dominio o campo de variacion de t: -

b.- Simetrias: No existen simetrias al cambiar t por —t.
c.- Periodicidad: La curva no es periddica por no serlo ni x(t) ni y(t).

d.- Asintotas

lim x(t) = -0
Horizontales: , pues tl?r; (t) = a0 y lim y(t)= lim y(t)=0".
t—=0"
lim y(t) = +o0
Verticales: , pues 17 y limx(t)= lim x(t)=0".
tlitllo X(t) = —0 t—>00 t——o0
. . . . y(t)
Oblicuas: ,pues limx(t)=limy(t) = +o0; m =lim>~2 =1;
1" t—1* =1 x(t)

n= 1ir1r+1 X(t) = lirlr}[y(t)— I x(t)] =3. Anélogamente para « > 1 .
t— t—

e.- Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical
1
. 1-2t |=0=>t=—
07T o v
B Noexiste =>t=0, 1

v(0)= t(t—2){=0:>t=0, 2

(t—1)* [Noexiste =t =1
Puntos criticos: 0, 2, 1, 2
Puntos singulares: No existen

Puntos de tangencia horizontal: - parat=2.

Puntos de tangencia vertical: - parat="a.
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f.- Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

64
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t (x,y) XM |y® | yE) y(x)
(-OO’O) (0,-00) — (OO,O) + + +_ -OOTO
As vert. As horiz. 1 +
(Oa 1/2) (_0090) — (_49 '1/2) + - - 0\1/ -1/2
As horiz. +
(1/2: 1) (_47_1/2) — (—OO,—OO) - - - -00 T-1/2
As oblicua _ +
(1,2) |(o,0) — (1/2,4) - - - 47 o
As oblicua =t
(2700) (1/274) — (0,00) - + +_ 00\1’4
As vert. _
Ld rama
432 rama
12
-2 2 4
12 rama
-2




"~ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

24.- Una particula se mueve en un plano vertical xy siguiendo la trayectoria de la
curva:
x (1) = cos(2t)
+) . solamente en la region y>0. Se pide:
y(t) = 1g (5)
a) Posicién inicial (x,,y,) de la particula en el instante t = 0.

b) Periodicidad de la curva. Intervalo de tiempo necesario para generar la
trayectoria completa.

c) Cadlculo de asintotas. ¢Es una trayectoria finita?

d) Calcular los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical de
la curva.

e) Hacer un estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas. ¢Cudl es la
posicion (x, y) mds baja que alcanza la particula? ¢Cudl la mds alta?

Solucion:

D, =D, mDy :{teR/t¢ﬂ+2kn},keZ

a) Posicion inicial en t=0
x(0)=cos(2-0)=1

P=(1,0)
y(O):tg(gJ:O =

b) Periodicidad de la curva:

Periodo de x(t): m, Periodo de y(t): 2mx;

Periodo de la curva = mcm (2n,m) =

Luego, basta tomar t en [0,27] para generar la trayectoria completa. Como sélo interesa y > 0,
tomaremos t en [0, ]. Mejor dicho, en [0, &), pues & no pertenece al campo de variacion de t.

¢) Asintotas:
Verticales: tg(t/2) tiende a oo para t tendiendo a 7:
lim x (t) = limcos(2-t) =1
t—>n t—>7n
t = Luego es asintota vertical para t—mn-.
lim y(t) = lim tg(gj =0
t—>n ton

Horizontales: No hay pues -1 <x < 1.
Oblicuas: No hay pues -1 <x <.
La trayectoria es, por tanto, infinita.

d) Puntos criticos:

x(t)=cos(2t) [x'(t)=-2sen(2t)=0=>t=

y'(t)= %[1+tg2 GD #0,Vt

y no existe para cost = -1, es decir, t = 7.

Nja <
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Luego, puntos criticos: ﬁ

Puntos de tangencia horizontal: y'(t)=0, luego, no hay.

Puntos de tangencia vertical: x'(t
x(0)=cos(2-0)=1

=0, y'(t)#0, es decir, t=0, n/2

Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

e¢) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas:
t x,y) @O | YO | Yy | y®
|:0 Ej| (190)_)('191) - + i:_ 1\1/0
S B
T (-1,1) =>(1,00) + + + ITOO
[5’ nj Asintota P
x=1

La posicion mas baja que alcanza la particula es el punto (1,0), origen de la trayectoria.
No hay posicion mas alta pues, en la trayectoria, y(t) va creciendo hacia oo ,cuando t tiende a .
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“ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

25.- Una particula se mueve en un plano vertical xy siguiendo la trayectoria de la
curva:

T
x(t) = 1a(3) ) .
2) , solamente en la region x>0. Se pide:
y (t) = cos(2t)
a) Posicién inicial (x,,Y,) de la particula en el instante t = 0.

b) Periodicidad de la curva. Intervalo de tiempo necesario para generar la
trayectoria completa.

c) Calculo de asintotas. ¢Es una trayectoria finita?

d) Calcular los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical de
la curva.

e) Hacer un estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas. ¢Cudl es la
posicion (x, y) mas baja que alcanza la particula? ¢Cudl la mds alta?

Solucion:
D, =D, ND, ={teR/t#n+2kn} k=0,1,2,..
a) Posicion inicial en t=0
0
x(0)=tg| = |=0
(0) g(z] ~P=(0,0

y(0)=cos(2:0)=1
b) Periodicidad de la curva:
Periodo de x(t): 2w; Periodo de y(t): ©
Periodo de la curva = mem (2x,w) =

Luego, basta tomar t en [0,27] para generar la trayectoria completa. Como sélo interesa x > 0,
tomaremos t en [0, ©t]. Mejor dicho, en [0, ), pues T no pertenece al campo de variacion de t.

¢) Asintotas:
Verticales: No hay pues -1 <y <.
Horizontales: tg(t/2) tiende a o para t tendiendo a m:

lim x(t) = lim cos(2 . t) =1
ton ton

t = Luego es asintota horizontal para t—m".
lim y(t) = lim tg(EJ =0

to>n to>n

Oblicuas: No hay pues -1 <y <.
La trayectoria es, por tanto, infinita.

d) Puntos criticos:
x'(t)= l(1+tg2 (in #0,Vt
X(t)ztg(tj 2 2
—
y(t)=cos(2t) |y'(t)=-2sen(2t)=0=t=

Luego, puntos criticos: f=0, ®/2 y @,

Puntos de tangencia horizontal: y'(t)=0, x'(t)#0, es decir, t=0, n/2

ojla <
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Puntos de tangencia vertical: x'(t)=0, y'(t)#0, luego, no hay.

e¢) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas:

t (x,y) X@® | YO | Y& | yX
0 E (091)_>(1a'1) + - :z_ 1\11-1
b 2 +
m (1,-1) > (o0,1) + + + |-t
{E’n) Asintota P
y=1

La posiciéon mas baja que alcanza la particula es el punto (1,-1)

de tangencia horizontal.

La mas alta es el (0, 1), también de tangencia horizontal para t = 0. No para t = m, pues, al
acercarse a la asintota horizontal, y(t) va creciendo hacia y = 1,cuando t tiende a mw, sin llegar a
alcanzar ese valor.

Yol

[ IR ¥ I

|._'|
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

26.- Como parte de un trazado de un circuito de entrenamiento de formula 1, se
x (1) = sen(2t)
esta considerando la grafica de la curva: t+ , se pide:
y(t) = cos
a) Campo de variacion de t.
b) Simetrias de la curva.
c) Periodicidad.
d) Dar un intervalo de longitud minima donde debe variar “t” para obtener la
grafica completa de la curva. Si no se quiere (ilogico!) que en el circuito haya
cruces, indicar razonadamente un intervalo al que haya que limitarse, dentro del
hallado anteriormente.
e) Asintotas.
f) En el intervalo [0, =]: puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y
vertical.
g) En el intervalo [0, n]: ramas de la curva y estudio del crecimiento por ramas.
h) Dibujo aproximado de la curva completa. A la vista del mismo, ¢cudntas ramas
tiene en total?

Solucion:
a) Campo de variacion de t: todo @, pues las funciones sent y cost estan definidas para cualquier
nimero real.

b) Simetrias de la curva:
x (—t) =sen(2(-t)) =—sen(2t) =—x(t)

y(—t) = cos_?t = cos% = y(t)

Como x(-t)=-x(t) e y(-t)=y(t), la curva es \simétrica respecto al eje de ordenadas OY.|

¢) Periodicidad:
Periodo de x(t)=(2m)/2= m; Periodo de y(t)=(2 m)2=4 &t
Periodo de la curva = mcm (7,4 7) =

d) "t" ha de variar en un intervalo de longitud 4 &, por ejemplo: [0,4 «t], o bien [-2 7,2 7], ...
Para que no haya cruces, no ha de haber puntos dobles: Basta tomar la mitad [0,2 «t], por ejemplo.

e) Asintotas: No hay, pues -1 < x(t), y(t) < 1.

f) En [0,r], puntos criticos (donde no existe o se anula alguna derivada):
o

4

x(t)=sen(2t) |x'(t)=2cos(2t)=0=t= N
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%7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
Luego, puntos criticos: 0 , /4 y 3m/4. que corresponden, respectivamente, a los puntos sobre la
curva:

Puntos de tangencia horizontal: P,
Puntos de tangencia vertical: P, y Ps.

t=0
L
P

t=3m /4
P3

-1 1

g) En [0,7], ramas de la curva y estudio del crecimiento por ramas:

Pl :
Eamas ::::.PE
1 rama 2% rama 3% rama P3

| | | | Ramaz +
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7" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica =

t x, y) x'() [y (®) |y’ ()

+ p—

[O’ﬂ P, =(0,1)> P[ Al

y(x)
V21
YT

1
[
e L (e B e e e I E S )
\/E
2 4
PTTE“} P3—{ 3 %QJ (0.0) B %—%“’

h) Dibujo aproximado de la curva completa:

-
e

Tiene 10 ramas en total.
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

A
=)

1.2

X =

t-1

27.- Dada la curva ; , se pide:
Y ¥ 1

a) Hallar las asintotas
b) Obtener los puntos de tangencia vertical y horizontal
c) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la curva por ramas.

Solucion:
D, =D, ND, ={teR/t=lyt=-1}
a) Asintotas:
Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t—>—ot>-Lt—>Lt—>owo
2

lim x(t) = lim =—00
. . . t 0 t—o>—o t —
Cuando t tiende a menos infinito: 4 t-l =
lim y(t) = =0
t——o0

2
1
hmxt =lim =——
() to>-1t—1 2
lim y(t t +o0
onY )= t>-1 ¢2 T

2
:icx:)

llnll x(t) = lmll
= ot = Posible Asintota oblicua:

hm y(t) = imT =+o0
t
2
—hmY() Jim £ 2_1 =1lim ! :l
t—l1 X(t) t—l1 ti t—l1 t(t+1) 2
-1

rlilll'z(lﬂ)_ 4

t 1t i M2 3
tP—-1 2t-1

n=lim(y(t)—m-x(t)) = 1331{

Puntos criticos: son aquellos valores de t donde x’(t) o y’(t) se anulan o no existen

x(-t1=2) =o:>{ =Y

(t-1) =2

t2+1
y'(t)=—

(o)

#0,Vt
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Puntos de tangencia vertical:

02
XO: =
0) P

0
0)= =0
YO =57

2
x(2) = =4
(2) 51

2 2
2:—:—
y(2) 7 13

" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

No hay puntos de tangencia horizontal, ya que y’(t) no se anula.
Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

t(t—2) t* +1
t xX'(t= | YOT- 5 | YOO (1) x(1),y(1)

(t=1) (t* -1)

t<-—1 + - - decrece

-1<t<0 + - - decrece

0 0 -1 no existe tg vertical (0,0)

O<t<1 - - + crece

1<t<2 - - + crece

2 0 -5/9 no existe tg vertical (4,2/3)

2<t + - - decrece
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~ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

t (31’2 — 2) +4

1 1 1.1 , se pide:

28.- Dada la curva (x('r), y(t)) =

a) Simetrias de la curva.
b) Ecuaciones de las asintotas oblicuas.
c) Puntos de tangencia horizontal, vertical y puntos singulares.

Solucion:
D, =D, ND, ={teR/t=lyt=-1}

a) Simetrias
Buscamos simetrias al sustituir t por —t:

(x60.300) = O e (x0y0)

|Simétrica respecto al eje de ordenadas\

b) Pueden existir asintotas oblicuas para valores de to tales que x(ty) — to0 e y(ty) —> too.

En nuestro caso y(tg) >0o=>ty=-1061,y x(tg) >0o=>ty=-101.

2
lim x(t) = lim t(3t—22) s
t——o0 t——0 —
Cuando t tiende a menos infinito: 14 t = Posible asintota oblicua.
tlil;l’:o y(t) - tlirgo 1—t2 =—®
t4
) 3
P TS L O TS 3 G . ——
t——o0 X(t) t——o0 t(3t _2) t>—0 37—
1-t?
Sin embargo, cuando t tiende a -1
2
lim x(t) = lim M = +o0
t—>— to— —
14 t = Posible asintota oblicua.
i =1i =+
lim ()= limy 7 =
t4
B 3
m=tim YD = fim 12— L 10
t—-1 X(t) t—>-1 t(3t _2) t>-13t“ -2
-t
) L t* 3t ), t(t+t-2) 3
n=lim (y()=m-x(v) = Pf{l_tz T j TS 2

Por tanto, |y=-x+3/2 es una asintota oblicual.

2
limx(t) = 1inllt(31t—22) — o0
t— t— —
) t = Posible asintota oblicua.
“ 1 =+
lim y(0) =lim 7 =0
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%7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
t4
3

2
YO 1=t U 10

m = lim > = >
ol x(t) =l 132 =2) =1 32 =2
1-t°
t* 3t t(t’—t-2) 3
n=lim t)—m-x(t =1lim —(1 =lim—-——M ==
im(y(©=m-x() Hl(l—tz ()1+t3j ol 1+t 2

Por tanto, j=x#3/2 s una asintota oblicua

¢) Los puntos de tangencia vertical son aquellos en que x’(t)=0 ¢ y'(t) =0

3
, 3t -7t +2 i£
X(t)=_(t2—1)2=0:>t= 3
+2
3 42 O
y,(t):2t 2 t2):0:>t:
(t2_1) ++/2

Luego el punto es un punto de tangencia vertical, por simetria

también lo es

Los puntos de tangencia horizontal son aquellos en que x'(t)=0 e y'(t)=0
Luego el punto (x(0),y(0))=(0,0) es un punto de tangencia horizontal.

Puntos singulares son aquellos en que x'(t)=0 e y'(t) =0 o bien no existen dichas derivadas.

Luego el punto es un punto singular, por simetria también lo es

(1) = 2t(t* +3)
=1y’ x"(2)=-1042
P =(-10+2,-16
y"(t):2t (t —3t3+6) {y||(\/§)=_16 ( )
(-1)
x'"(t)=—6(zz+ ti)f g "
- x"(+/2) =102
2.2 = = 102,72\/5
y...(t):%(tt (t ;;l) {y'"(ﬁ)ﬂzﬁ ( )
t* -1

No son paralelos, luego Punto singular de 1* especie
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RS,

oNIVER
TNDEY

.Z J 4 r r .
= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

X(f) = ﬁ
29.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas t41 *Se pide:
)= ——
y(t) YD)

a) Hallar el Campo de variacion del parametro t.
b) Estudiar la existencia de asintotas y en su caso calcularlas.
c) Hallar los puntos criticos.

d) Estudiar los puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.

Solucion:
a)
D, =D, ND, ={teR/t=0yt+1}

El campo de variacion de t es: -

b)

Asintotas verticales: y—oo cuando t—0,1; para esos valores hallamos el limite de x(t)

t
limx(t) = im——=0
t—0 t—0 t —

de la curva

t+1
limy(t) =1lim =
\t—>0 Y( ) t—0 t(t_l)

Asintotas horizontales: x—o cuando t—1, para este valor hallamos el limite de y(t)

; .t
limx(t) =lim—— =200
t—1 t—>1 t—1

t+1
limy(t) =1lim
t—1 Y( ) t—1 t(t—l)

= Luego no hay asintotas horizontales.
too

Asintotas oblicuas: buscamos los valores para los cuales x—o0 ¢ y—oo simultaneamente, solo hay
un Unico valor que es t=1, para este valor vemos si existen m y n
t+1

m:Iim&:Iimm:Z
o x(t) ool i
-1

t+1 t
n =lim(y(t)—mx(t))=1im -2—— |=-3
t—l (y() ()) t—)l[t(t_l) t_lj

-

c)

Puntos criticos: Valores que anulan, o para los que no existen x'(t), € y'(t)
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x'(t)y=- ! > #0,Vt
—t

x'(t)#0 para cualquier t y no existe en t=1

2 —
y'(t):—t+—2t21:0:>t:—1iﬁ
t*(t—1)

Hallamos los valores que anulan a y'(t) Ademas y'(t) no existe en t=0 y t=1.
Luego la curva tiene 4 puntos criticos. h
= —2 3+42 ]

~ —1-+2+1 _ s { 2
y(_l_ﬁt)_(—1—J§)(—1—\/5—1)_ 3442

CleV2 V2
~1+42-1 2 _ 2 ‘3‘*/5J

—1+\/§+1 [ 2
“1++/2t) = =3-2
Y120 (—1+\/§)(_1+J§—1) ¥2

x(-1++2) =

d)
Los puntos de tangencia horizontal son aquellos para los que y'(t)=0 y x'(t)#0 simultdneamente,

luego son

Los puntos de tangencia vertical son aquellos para los que y'(t)#0 y x'(t)=0 simultaneamente, luego
no hay pues x'(t)#0 para cualquier t.

Los puntos singulares son aquellos para los que y'(t)=0 y x'(t)=0 simultaneamente, luego no hay
pues x'(t)#0 para cualquier t.

20
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"= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x (=
30.- Dada la curva: " t+1. Se pide:
y ()= t*°+1

a) Dominio.

b) Simetrias.

c) Asintotas.

d) Puntos criticos, singulares y de tangencia vertical y horizontal.
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas.

f) Corte con los ejes y con las asintotas.

Solucion:

a.- Dominio: -

b.- Simetrias
{X(—t) # ix(t)
y(-t)=y(t)

c.- Asintotas

Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t— —oo;t >0t —>—1

, No hay simetrias.

1
lim x(t) = im——=0
Cuando t tiende a menos infinito: | o t4] =
lim y(t) = lim t* +1 =0
t—>—0 t—>—0

limx(t) = limL =0
Cuando t tiende a infinito: < oo t 4] =
lim y(t) = lim > +1 = o0
t— t—o
limx(t) = HmL =+
Cuando t tiende -1: { ! -l +1 =
lirn1 y(t) = lirnlt2 +1=2
t—>— t>—

d.- Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

R
Oy <

y'(t)=2t=0=1t=0

= {Puntos de tangencia horizontal: P,

Puntos singulares: No hay

Puntos criticos: -

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.

79



S

= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *
f.- Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

t X’ y | Y& y(x)
T<0 (0,00) > (1,1) - - + S
0 -1 0 0 Tangencia
- horizontal
0<t<-1 (L1) > (-0,2) - - /
= @)oo | : <

g.- Cortes con los ejes y con las asintotas

Con OY:

Con OX:

Con la asintota horizontal: y=2=> t* +1=2=t=+1=P, [%,2]

80

x=0= ——=0= Imposible
t+1

y=0=t>+1=0= Imposible
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica %=

31.- Indicar el periodo de la curva {

x(t) = sen(3t)
y(1) = cos(2t)

Solucion:

X(t + 2?“) = sen(3(t + %D =sen (3t +21) = sen(3t) = x(t) de periodo Z?R
y(t+m) = cos(Z(t + n)) = cos (2t +2m) = cos(2t) = y(t) de periodo

m.c.m.(n,%} = 2q]
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“7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

1,2

t+1
T

Y(T)_ .'.2_1

x (t) =

32.- Dada la curva: . Se pide:

a) Dominio.

b) Simetrias.

c) Asintotas.

d) Puntos criticos, singulares y de tangencia vertical y horizontal.
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas.

f) Corte con los ejes y con las asintotas.

Solucion:
D =D, "D, ={teR/t#1lyt=-1}

a.- Dominio: -

b.- Simetrias

{x (—t) * ix(t)
y(=t)=-v(t)
c.- Asintotas

Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t—> -0t >t —>—-1t—>1

, No hay simetrias.

2

lim x(t) = lim =—0
. . . t—>—o0 t—>—o { 4 1
Cuando t tiende a menos infinito: =

lim y(t) = lim tzt—l )

t——o0

2

limx(t) =lim =0
. . . t— t—w
Cuando t tiende a infinito: t+1 =
, Y t
i) =lim =0
2
lirn1 x(t) = 11’rn1 =+
. to>— t—— . .
Cuando t tiende a -1: t+1 = Posible asintota oblicua
1 = 1 = +
lim (0 = lim 15— = 0
t
2 _ 1 1
mzlim&=limt zlzlim =_
t——1 X(t) t>-1 ¢ t——1 t(t _ 1) 2
t+1

n =lim (y(t)—m-x(t))=lim

t—-—1

t+1 21+t 4

2
€ 13t ), tt-2)_3
>-12(1-t) 4

82 Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.



Cuando t tiende a -1:

d.- Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

x' (t):t(t+22)=0:>t:{(j2

(t+1)
t? +1 y
(t* —1)°

y' ()=~

Puntos singulares: No hay
Puntos criticos: t, =0;t, =-2;t, =-1;t, =1

e.- Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

=> {Puntos de tangencia vertical: P, y P,

t X’ y | ¥y y(x)
2 - -
= (—oo,O) - (—4,—%) ! 4
-2 (_4 ~ 2) 0 - A Tangencia vertical
"3
-2<t<-1 - -
<t< (_4’_§j R (_oo’_oo) + Ve
-1<t<0 (oo,oo) N (0,0) - - + /
0 (0, 0) - Tangencia vertical
0<t<1 - -
<t< (0’0)_)(%,_(30) + v
1<t - -
] (e | :

f.- Cortes con los ejes

Con OY:

1_0:”_0:-

Con OX: 1—0:>t—0 :>P

Con la asintota vertical:

2
x=05=> t =l:>t=—l:>
t+1 2 2

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.

83



pD* Z5,
S it

ONIVER,

“7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
Con la asintota oblicua:

1 3 t 1 t? 3 3
y=—X+—-=>5—=— t—=t=-Lt=—=
2 4 t°—1 21 t+1 4 4
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7" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica &

x = cos(2t)
33.- Indicar el periodo de la curva t
r=19(3)

Solucion:

D, =D,nD, :{teR/t¢%n+3kn},keZ
x(t+m) = cos(2(t + n)) = cos(2t) = cos(2t + 2m) = x(t) de periodo &

y(t+37n) = tg(t +33nj =tg (% + nj =tg (é) = y(t) de periodo 3w

m.c.m. (7,37) =
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica ™

. ) x(t) = cos t
34.- a) Simetrias de la curva .
y(t) = t + sent
2
XM =3
b) Asintotas de la curva o
y(t) = -2
x(t) = cos 2t

c¢) Periodicidad de la curva +
y(t) = 1g (—)

x(t) = sent
y(t) = cost’
xX(t) =1-cost

y(t) =t - sent

d) Puntos de tangencia vertical de la curva {

e) Puntos singulares de la curva {

Solucion:

) . x(t) =cost
a) Simetrias de la curva )
y(t) =t+sent
X(=t) =x(t) T .
, luego la curva es \s1metr1ca respecto del eje OX].
y(=t) =-y(t)
x(t) = 72
b) Asintotas de la curva 5
t) =
y)=5—

Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t—> —oo;t > oot > -2t — 2

lim x(t) = lim 22 2 =0

t—to0 t—>t0 t —

lim y(t) = lim 22t4 -

t—+o0 totoo {7

Cuando t tiende a infinito: = La curva se acerca al origen

0
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7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

= iw
= luego la curva puede presentar una asintota oblicua y= mx+n, para

limx(t) =1
tliI;X() tglgtz_4

lim y(t) = lim—=—— = oo

t—2 t=>2 t° —4

determinarla calculamos m y n
2t
2
m= lim& =limt =4 = limt=2
=2 x(t) 2 2 t—2

t’—4
n:lim(y(t)—m-x(t))zlim( 2, 2 jzlim 2 _
t—>2 =2

-4 -4

Por simetria tenemos:

lim x(t) = lim —
t—-2 t—>-2 1% — 4 :
= luego la curva puede presentar una asintota oblicua y= mx-+n, para

}1}}’12 y()= }Lrg t2—

determinarla calculamos m y n

2
m = lim —limdzlimt=—2

. iy 2t 2 ). L
n:tlimz(y(t)—m-x(t))—tlirr%(tz_4+2t2_4j—hm =——

¢) D,=D,ND, :{teR/t¢%n+3kn},keZ

x(t) =cos2t
Periodicidad de la curva t
y(t)=tg| -

Unidad Docente de Matematicas de la E.-T.S.I.T.G.C.



~ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

cos (2t) es periodica de periodo 7,y tg (%) es periddica de periodo 3-7m =37, luego la curva es

periddica de periodo: T =m.c.m. {n,3n} = .

{x(t + 1) = x(t)

,Jluego la curva es una funcion periodica de t, de periodo m.c.m.(w,31)=37.
y(t+3m) = y(t)

x(t) =sent

d) Puntos de tangencia vertical de la curva
y(t) =cost

Puntos de tangencia vertical: son aquellos donde x’(t)=0 e y’(t)=0
x'(t):cost=0:>t=ig

y'(t)=—sent =0

(2] m(3)-

I._I.

x(t)=1-cost
y(t)=t—sent

x'(t)=sent=0=>t=0
y'(t)=1-cost=0=>t=0
n t — t " 0 :1

x"(t) cos:> x"(0) . (1.0)

y"(t) = sent y"(0)=0

x"(t) =—sent x"(0)=0

=

y"(t)=cost y"(0)=1

Los vectores (1,0) y (0,1) no son paralelos

e) Puntos singulares de la curva {

= (0,1)
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1-2

El origen (0.0) es un jpuifo de refroceso de I especie.
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7" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

35.- a) Sea la curva dada por las ecuaciones paramétricas: (L,4sen(f) cos(t)] .
9

tg(t)

se pide:

i. Campo de variacion de t.

ii. Asintotas.

iii. Dar las coordenadas de los puntos de tangencia horizontal.
b) Sea la curva dada por las ecuaciones paramétricas: (4 cos(t), 4sen(t) cos(t)) ,
se pide:

i. Estudiar si la curva es simétrica y dar el periodo y un intervalo
cuya longitud sea igual al periodo-

ii. Hallar los puntos criticos-

iii. Dar las coordenadas de los puntos de tangencia vertical-

Solucion:
a) Para hallar el campo de variacion de t, estudiamos los puntos donde existen x(t) e y(t)

+

~15 -10\5\/ 5 10 15
i)

Campo de variacion: - pues x(t) = . l(t) no esta definida cuando tg(t)=0, es decir para
g

t= kn siendo k cualquier nimero entero.

Es una curva periddica de periodo: 2w, por ser la tangente una funcion periddica de periodo m y el
seno y el coseno de periodo 2w, en consecuencia

m.c.m.{m, 2n}=2mn

Intervalo de estudio:(- &, 7]

ii) Asintotas:

Asintotas verticales: no existen pues -4<y(t)<4, es decir, y no se puede hacer infinita para ningin
valor de t.

Por la misma razén la curva tampoco puede tener asintotas oblicuas.

Para estudiar la existencia de asintotas horizontales hallamos los valores que hacen que x(t) se haga
infinita (basta calcularlos en (-m, ©t]) y son precisamente los valores que anulan a tg(t), es decir, t=0
yt=£m

1
lim x(t) = im ——=—»© limx(t) = limL = too
[ t—>n” tg(t) . ) t>0 t—0 tg(t)

5

lim y(t) = lim 4sen(t) cos(t) =0 lirrol y(t) = lirrol 4sen(t)cos(t) =0
tom ton t— t—

2

lim x(t)= lim L =0

[ [ tg(t)
lim y(t) = lim 4sen(t)cos(t)=0
t—>-n" t—>-n*
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iii) Puntos de tangencia horizontal: son los puntos donde se verifica que y’(t)=0, x’(t)#0

x'() = —— 20,1
sen”(t)
t=22
y'(t)=8cos*(t)—4=0= 4
3n
t=+1
4

Observemos que >—# 0 para cualquier valor de t.

sen‘t

Los valores de t contenidos en el intervalo (-w, ] son:

Los correspondientes puntos son:

X (EJ = L =1
(3]
8 4 =
y (Ej =4sen (Ej cos (Ej =2
4 4 4
x(3—nj = ! =-1
Y3
4
y (3—nj =4sen (3—nj cos (3_71) =-2
4 4 4
b x(t) =4cos(t)
) y(t) = 4sen(t)cos(t)

i) Simetrias:
x(—t) =4 cos(—t) =4cos(t) =x(t)
Luego
y(—t) =4sen(—t) cos(—t) = —4sen(t) cos(t) = —y(t)
Periodo: I pues el sen(t) y cos(t) son funciones periddicas de periodo 21
Intervalo minimo de estudio es: (-, ] 0 bien (0, 27]

ii) Puntos criticos en un intervalo de periodo minimo (-xt, m], los puntos criticos son los puntos
donde las derivadas x’(t) e y’(t) se anulan o no existen
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x'(t) =—4sen(t)=0:>t={3

T
y(t)=8cos’(t)—4=0=>t=

NS

L

4
En este caso las derivadas existen para cualquier valor de t, luego solo hay que hallar los valores
donde se anulan las derivadas antes mencionadas (restringiéndonos al intervalo de estudio)

Sustituiendo en la curva se obtienen los iuntos:

iii) Puntos de tangencia vertical: son aquellos donde X’it)=0 ey’ (t)=0
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36.- Dada la curva (2pcost + pcos(2t), 2psent — psen(2t), siendo p una

constante p>0, se pide:
a) Campo de variacion de t.
b) Estudio de simetrias.
c) Periodicidad.
d) Estudio de la existencia de asintotas.
e) Puntos criticos en [0,x].
f) Estudio por ramas en [O,x].
g) 6rafica aproximada.

Solucion:
x(t)= 2p cost + p cos(2t)
y(t)=2p sent - p sen(2t)

a) Para cualquier valor de p>0 el campo de variacion de la curva dada es .

b) Si en (2 pcost+ pcos(2t),2psint — psin(2t) sustituimos t por -t se obtiene

{x(—t) = x(¢)

(2p cost + pcos(2t),-2psint+ p sin(2t) , es decir,
y(=t) = =y(1)

(x.y)
° luego la curva es simétrical

respecto del eje de abscisas|

°
((-0).y(-1))
¢) Tanto sent como cost son funciones periodicas de periodo 2, por otro lado, sen(2¢), cos(2¢) son
funciones periodicas de periodo m, luego la curva dada es periddica y su periodo es el m.c.m.{m,
2n} =
De los apartados b) y c) se concluye que basta estudiar la curva en [0, ©t] y el resto se conoce por

simetria y periodicidad.

d) La curva no tiene asintotas por ser sen ¢ y cos ¢ funciones acotadas y en consecuencia

—-3p<x(t)<3p,—3p < y(t) <3p, luego se trata de una curva cerrada y acotadaen x e y.

e) Los puntos criticos son los que anulan a las primeras derivadas o donde no existen. En [0,7]:
x'(t) = -2 psent — 2 psen(2t) = —2 p(sent + 2sent cost) = —2 psent(1 + 2 cos ) = se anula cuando

sent =0
27

1 =t=0, —, .

cost:—a 3

V'(t) = 2 pcost — 2 pcos(2t) = —2p(— cost + ((:os2 t— senzt»: —Zp(— cost +2cos? ¢ — 1):> se anula

1+414+8 1£3 2n
= =t=0,—.
4 4 3

cuando 2cos’ ¢t —cost—1=0=> cost =
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Luego los puntos criticos son:

Ademas, P1 y P2 son puntos singulares (anulan a ambas derivadas) y P2 es un punto de tangencia

vertical.

7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

Estudio por ramas en [0, ]

\4 A\ \ %
0 27/3 b
[#, #] Pi—>P; signo(x’(?)) | signo(y’(¢)) signo[g—y
X
2n 3p 343
0»-) 3p, 0)—| 22 V2 ; + _
2n J 3p 343
PR —-—,—p|—>(p,0 - - -
[3 ( S, P (-p, 0)
-3p/2,3[3p/2)
P
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37.-Readlizar un estudio completo de la curva dada por las ecuaciones

L x = 2sen’t
parametricas: ) .
y = 2sen“t cos t

Solucion:
a) Campo de variacion del parametro #: el campo de variacion de la funcion es .

b) Estudio de simetrias:

{x(—t) = 2sen” (—t) = 2sen’t = x(¢t) :{f - (X, )

luego la curva se repite para
-t (xa y)

y(=t) = 2sen? (—t) cos(~t) = 2sen’tcost = y(t)

los valores negativos. Basta estudiarla para t>0.

¢) Periodicidad:

{x(t +m) = 2sen’(t + 1) = 2(sent cos T + cos tsenm)” = 2sen’t = x(t)

y(t+2m) = 2sen’ (t + 2m) cos(t + 2m) = 2sen’t cos t = y(t)

x(#) es una funcion periddica de periodo © e y(¢) es periodica de periodo 27, luego la curva es
periddica de periodo , por lo que basta estudiarla en [-m,xt].

C0<x(1)L2
Ademas , luego se trata de una curva cerrada y acotada.
—-2<y(t)<L2

Por b) y ser periodica basta estudiarla en |0,7]

d) Estudio de asintotas: Al tratarse de una curva cerrada y acotada no tiene asintotas.

e) Puntos criticos en [0,r]: son aquéllos donde las derivadas se anulan o no existen. En este

caso las funciones son derivables por lo que solo hay que calcular los valores que anulan a
las derivadas

x'(£) = 4-sin()-cos(£)=0 = 1= 0, g’“

y(f) = 6-sin(f)-cos’(f) - 2-sin(f) = 0 < 2-sin(f)(Becos’ (1) — 1) = 0 = = 0,
0.9553166181,2.186276035, ©. Luego los puntos criticos son:

t=0—>

t=10.9553166181 — ‘Pz (1.33333, 0.769800)\ (de forma aproximada)
t=mn/2—>

t=2.186276035—> [P4 (1.33333, -0.769800)| (de forma aproximada)
t=mn— P1(0,0)
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f) Puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares:

[P1(0,0) es un punto singular pucs 0= x (0) =y (0)

[P2(1:33333, 0.76980) es de tangencia horizontal pucs 0= y'(0) pero x (0)0
[P2,0) es tangencia vertical pues 0= x (0) pero y '(0) #0
[P4(1:33333,-0.769800) es de tangencia horizontal pucs 0=y '(0) pero x ‘(00

g) Estudio por ramas en [0, 7)

Observamos 4 ramas 0 0.9553 w2 2.186276 x
Intervalo de Si , i , g dy
variacion de ¢ Pinicial = Pfinal igno x’(7) | Signo y’(7) 18no a
(0, 0.9553) (0,0)—>(1.3333, 0.76980) + + + (creciente)
(0.9553, m/2) | (1.3333, 0.76980)—>(2,0) + - - (decreciente)
(m/2,2.1862) | (2,0)—>(1.3333, -0.76980) - - + (creciente)
(2.1862,m) (1.3333, -0.76980)—>(0,0) - + - (decreciente)

+1

1
F—1
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t 2 .
38.- Dada la curva | ——, , Se pide:
t-1"t-1

a) Campo de variacion de t
b) Estudio de simetrias.
c) Estudio de asintotas.

Solucion:

a) El campo de variacion de ¢ es: , pues ¢ = 1 anula el denominados de x e y.

b) Estudio de simetrias:

x(-1)= ot % x(1)
—t—1 t+1 [—x(¢)

OX, ni de OY, ni del origen O. .

, luego no podemos deducir que la curva es simétrica respecto de

¢) La curva solo puede presentar asintotas para aquellos valores de ¢ para los cuales x ¢ y se hacen
infinitas luego, teniendo en cuenta el apartado a), basta estudiar el comportamiento de la curva

(usando como herramienta el calculo de limites) en = 1, -o0, +o0

® Enr=1

([t , :
lim partred (oo,oo), luego la curva puede presentar una asintota oblicua y= mx+n, para
tol |t — t—

determinarla calculamos m y n

t—1

_ t*(t-
m= lim| =L | = Hm(g] =limt=1, por lo tanto, la curva puede presenta asintota en

=1.

2 —
PN SN 0 DY 1 Gl BT
> t—1 t—=1 -1 (t—l) 1

Por consiguiente, y=1x+1| es una asintota oblicua en =1

(ot , :
® Ent— too; lim (ﬁ’ j =(1,%), luego la curva presentar una asintota vertical

t—>do0 t _1
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39.- Dada la curva (sen(Z'r), cos(3'r)),

a) Campo de variacion de t.

se pide:

b) Calculo de puntos criticos en [0, =].

c) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangente horizontal,

vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas en [0, Z_n]

3

Solucion:

a) El campo de variacion de ¢ es |R| por ser sen(2¢) y cos (3¢) funciones continuas.

b) Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se anulan o no existen.

x'(t)=2cos(2t)=0=>t=

{x(t) =sen(2t)
=
y(t) = cos(3t)

y'(t)=-3sen(3)=0=t =

T

4
3n

la < +

N W

s
3

a

Resolvemos x'(t)=0 y tomamos las soluciones en [0, ©t]. X'(t) existe para cualquier valor de t
Resolvemos y'(t)=0 y tomamos las soluciones en [0, t]. y'(t) existe para cualquier valor de t

Luego en [0, ] hay puntos criticos en =40, f’ 1,2—7[ ,3—ﬂ 7.
4 3 3 4
©)
Punto critico: Punto Valor de la Tipo de punto critico
Valor de ¢ derivada
dy Dec tangencia horizontal
=0 P1(0,1) — | =0
dx ),
dy De tangencia vertical
== P2 1,—£ (_J —®
4 2 dx)p,
dy De tangencia horizontal
== P; ﬁ,—l (d—j =0
3 2 X/p,
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o ( NG J [QJ _ De tangencia horizontal |
3 2 X Jp,
De tangencia vertical |
_3_” P —1,£ (ﬂ) =0 )
4 2 dx »
dy De tangencia horizontal |
— - — | =0
=r Ps(0,-1) (dx]l,ﬁ

d) Ramas en [O,%ﬂ

0 /4 /3 2n/3

Intervalo Piniciat = Pfinal Signo Signo Sg (d_y) = Sg[y :(t)J

parat () @) ¥ ()
T V2 ' N -

(0, 4) 0,1)—> (1,— TJ N 3 _
Tz V2) (43 - o -

(4 , 3) [1,_7J—> (-,—1) - 1 creciente
20\ | (45 G| — : -

(3 9 3 j (7,—lj_>(_731) <« T _

Nota: Pinicial sefiala donde comienza la rama y Prinat donde termina. En esta ocasion son puntos pero

en otros ejercicios pueden corresponder al inicio o al final de una rama asintotica.

.

-2
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40.- Dada la curva (sen(2t), tg(2t)), se pide:

a) Campo de variacion de t

b) Estudio de simetrias.

c) Estudio de la periodicidad de la curva. Si fuera periddica, dar un intervalo
[a,b] de periodo minimo.

d) Razonar porqué la curva solo tiene asintotas verticales y hallarlas.

Solucion:

a) El campo de variacion de ¢ es Dom x N Dom y= |R— {@,k ez } porque:

Domx = R, pues sin(2¢) es una funcion continua en R.

Dom y= R- {i E,i3—n,i5—n,i%n~} = {@,k € Z}-

b) Estudio de simetrias:

x(-t)= sin (-2¢) = -sin (2¢)= -x().

y(-0)=tg (-21) = -tg (2t) = -¥(0).

Es decir, si —(x,y) = -t—(-x,-y), luego la curva es \simétrica respecto del origen O|.

¢) sin(2¢) es periodica de periodo 2775 =1,y tg (2¢) es periddica de periodo g, luego la curva

[sin (2¢), tg (2¢)] es periddica de periodo m.c.m. {n,g} =T.

, T T : .-
Los intervalos {—E,E} , son de periodo minimo.

d) Se observa que -1<x< 1, por lo que x no puede hacerse infinita, en consecuencia la curva no
puede tener asintotas horizontales ni oblicuas.
Sin embargo, -0o<y<oo , por lo que puede tener asintotas verticales para los valores de ¢ en que y

e : . ) T T T
se hace infinita, esto ocurre, si consideramos el intervalo 5| para = iZ

lim (sen(2t), tg(2t)) = (sen(Z _Tnj, tg[Z _TRD = (—1,0) =en y se hace infinita
T

t>——
4

lim (sen(2t),tg(21)) = (sen(Z%j,tg(Zgn =(1,200) =en v se hace infinita, por lo tanto
T

t—>=
4

las rectas verticales y son [asintotas verticales de la curva.
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2
41.- Dada la curva 2: _13,

U > |, se pide:
(t-1)
a) Campo de variacion de t.
b) Calculo de puntos criticos.
c) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangente horizontal,
vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas.

Solucion:
a) El campo de variacion de ¢ es Dom x N Dom y= porque:
Domx = R—{1}
. . o 2t* -3
pues 1 es el tnico valor que anula al denominador de la funcidn racional x(7)= 1

Dom y= R-{1} por la misma razon para y(¢)=

t
(1)
b) Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se anulan o no existen.

#0

2t2 -3 . 2t7 —4t+3
()= o=t
t—1 (t-1)
t = t+1
y()=—= |y(t)=———==0=t=-1
Resolvemos x'(t)=0, eso significa hallar las raices del numerador
Luego, no existen puntos criticos debidos a esta condicion.

Hallamos los valores para los que no existe x'(t), lo cual se cumple para los valores que anulan al
denominador (no esta definida la division por 0).

Resolvemos y'(t)=0, eso significa hallar las raices del numerador
Hallamos los valores para los que no existe y'(t), lo cual se cumple para los valores que anulan al
denominador (no esta definida la division por 0)

Luego hemos obtenido que existen puntos criticos en

c)
Punto critico: Punto Valor de la Tipo de punto critico
Valor de ¢ derivada
t=-1 P, ( 11 j ( dy ) o De tangencia horizontal
27 4 dx ),
t=1 (£ o0,0) ( % jt_l 1o definida Puede ilg‘;)i:l :smtota
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d) Estudio por ramas < >
-0 -1 1 0
Intervalo Piniciat = Pfinal Signo Signo _y]=sg[ '(t)J
para t ®®) | 00 d (®)
1 1 + I
—o0,—1 —0,0)> | —,——
il Bacad ) B RS decrecinte
(11) L) (o) ’ N .
-1, —,—— |— (00,00
(2 4) - 0 creciente
(l ) 0 + _ _
s ) —> s
S IR > | decreciente
Nota:

Piniciai  sefala donde comienza la rama y Pfinai donde termina. En esta ocasién unas veces son
puntos y otras corresponden al inicio o al final de una rama asintotica.

L1
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1

42 .- Dada la curva (In('l' -1), . J se pide:

a) Campo de variacion de t
b) Razonar porqué la curva no es periédica.
c¢) Estudio de asintotas.

Solucion:

a) El campo de variacion de = Dom x N Dom y= pues:

b)

Dom x = (1, ©) y Dom y =R—{1}

La curva |no es periédica porque la funcion logaritmo y las funciones racionales no lo son. Solo

son periodicas las funciones circulares o aquéllas cuya expresion algebraica solo contiene
funciones circulares (funciones seno y coseno).

La curva solo presenta asintotas en aquellos valores de ¢ para los que x—o ¢ y—0. En este caso
basta estudiar qué ocurre en ¢ = 1, +o0

, 1 . , , .
lzm(ln(t - 1),l—j = (— oo,—oo), en consecuencia, la curva podria tener una asintota oblicua
t—1 —t

1 ( 1 jz
_ _ o 1—¢ , 11—t , 1
y = mx + n, calculamos m= [lim| ——— |=lim| ~——— |=lim—— =0, luego la curva no
1| In(t—1) -1 1 >l f—1

presenta una asintota sino una rama parabdlica.

t—w

lz'm(ln(t - 1),11—J =(00,0), luego la asintota presenta una asintota horizontal .
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43.- Dada la curva (cos(21'), cos(31‘)), se pide:

a) Campo de variacion de t.
b) Calculo de puntos criticos en [0, =].

c) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangencia horizontal,
vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas en [O, g]

Solucion:

a) El campo de variacion de t es I] por ser cos(2t) y cos (3t) funciones continuas.

b) Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se anulan o no existen.

0
x'(t)=—2sen(2t)=0=>t={ 1
2
{X(t) = cos(2t)
- T
y(t) = cos(3t) n
y'(t)=-3sen(3) = 0= t =1 >
2n
3
T

Resolvemos x'(t)=0 y tomamos las soluciones en [0,r]. x'(t) existe para cualquier valor de t.
Resolvemos y'(t)=0 y tomamos las soluciones en [0,r]. y'(t) existe para cualquier valor de t.

Luego en [0, ] hay puntos criticos en

c)
Punto critico: Punto Valor de la Tipo de punto critico
Valor de ¢ derivada
=0 Pi(1,1) (dyj 0 Punto singular
dx ), 0
De tangencia horizontal
== paf—L LR ©
3 2 dx ),
7 Pi(-10) &) -, | oE—
2 dx )p,
2 De tangencia horizontal
__72. P4 —l,l (ﬂ} -0 €
3 2 dx )p,
Fﬂ Pl D) () -0 Punto singular
dx )ps 0O
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7
d) Ramas en [O’E} L l l
0 /3 /2

Intervalo Piniciat —> Pfinal Signo Signo Sg (d_y) =S58 [&J
para ©o) | o &)X

eI s [T ] -

R e crciente
r 2z 1 — N _
N ) O I SR

Nota: Piniciai sefiala donde comienza la rama y Pfinal donde termina. En esta ocasion son puntos pero

en otros ejercicios pueden corresponder al inicio o al final de una rama asintotica.

11
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44 .- Dada la curva (e*“,sent) se pide:

a) Campo de variacion de t
b) Explica porqué la curva no es simétrica.

c) Razona porqué todos los puntos criticos de esta curva son de tangencia

horizontal.

Solucion:

a)

b)

El campo de variacion de = Dom x N Dom y= @ pues:
Dom x = Ry Dom y =R por ser funciones continuas en R.

La curva no es simétrica porque.
x(-f)=et ! #e ! —e!, es decir, x(—t) # x(¢), —x(f)

Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se anulan o no existen
x’(t) = " '#0 para cualquier e R, ademas x '(f)= x(¢) luego es continua

2772772

()= cost, luego y'(£)=0= ¢t = {ig,i3—n is—n,i7—n---} = {@,k € Z},

106

por otro lado y ’(f) es continua y existe para cualquier zeR.

. 2k +1 o
Luego sus puntos criticos se producen en ¢ = {%,k € Z} , y en ellos, como se indica en

E0)

el parrafo anterior, x'(f) = e '#0 y’'(1)=0=
dx x'(t)

=0, luego, todos ellos son puntos de

|tangencia horizontall.
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2
45 - Dada la curva (1 il U ) se pide:

2 11
a) Campo de variacion de t.
b) Estudio de asintotas.
c) Calculo de puntos criticos.
d) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangencia horizontal,
vertical o singulares.
e) Estudio del crecimiento por ramas en [0,x)

Solucion:
a) El campo de variacion de ¢ es Dom x N Dom y= _ porque:
Dom x = R—{0}
pues t=0 es el unico valor que anula al denominador de la funcion racional x(t)= 1:2t2

Dom y= R-{-1,1} por la misma razon para y(t)=

b) La curva solo presenta asintotas en aquellos valores de ¢ para los que x—o 0 y—. En este caso

basta estudiar qué ocurre en ¢ = -1, 0, 1, 0.

1+t
lim x(t) = lim ——=1
t——0 t——o0
- ot = luego en t—>—o0 no presenta asintotas.
hm y(t) = ms =0
1+t
hm x(t) =
t>-1 t
lim y(t) = lim —
oY —t?
1+t
) t—0 =0 ¢t
ltE% y()= >0 | — 2
1+t
hrn x(t) =lim—;
t=>1 ¢
11m t
y(t) =lim-—
1+t
limx(t) = hm —=1
t—o0
7 t = luego en t—0o0 no presenta asintotas.
, t

Unidad Docente de Matematicas de la E.-T.S.I.T.G.C. 107




Y2

i
" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *
¢) Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se anulan o no existen.

x(h=E SOREY

3
2 . t
2
t vy
_ y'(t)=——— %0

Resolver x'(t)=0, significa hallar las raices del numerador que en este caso es 2#0, luego esta
condicion no proporciona puntos criticos.

Hallamos los valores para los que no existe x'(t), lo cual se cumple para los valores que anulan al
denominador (no esta definida la division por 0)

Resolver y'(t)=0, significa hallar las raices del numerador, pero en este caso no proporciona puntos
criticos.

Hallamos los valores para los que no existe x'(t), lo cual se cumple para los valores que anulan al
denominador (no est4 definida la division por 0)

Luego hemos obtenido que existen puntos criticos en .

d) Puntos de tangencia horizontal , al ser y'(t) # 0 para todo t.
Puntos de tangencia vertical , al ser x'(t) # 0 para todo t.
Puntos singulares , al ser x'(t) #0 e y'(t) # 0 paratodot.

D S A | R

e) Estudio por ramas -0 A0 ®
Intervalo Pinicial - meal Signo Signo Sg (d_szsg[wj
para ¢ () (UQ)) o =0
_ - -
0,1
0.1) (,0) = (2, ) <« T decreciente
_ + _
1 2, - 1,0
(1.0) (2,—0) > (10) « T decreciente

Nota: Pinicial sefala donde comienza la rama y Prinal donde termina. En esta ocasion unas veces son
puntos y otras corresponden al inicio o al final de una rama asintoética.
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~ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

2
x(t) = 12'|' -
46.- Dada la curva dada por las ecuaciones paramétricas ; * s
y(t) = —

se pide:
a) Hallar el campo de variacion del pardmetro t.
b) Estudio de la existencia de simetrias.
c) Hallar las asintotas de la curva.
d) Hallar los puntos criticos.
e) Calcular los puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.
f) Estudio del crecimiento por ramas.

Solucion:

a) El campo de variacion del parametro ¢ es

b) Estudio de simetrias:

_+)? 2 t _(_+) g2
x(—t):%:%i{fizﬂ;y(—t)zl (—tt) :—1 tt =-y(t), luego |no podemos\

\apreciar ninguna simetrial respecto de OX, OY, Origen o bisectriz del primer cuadrante.
¢) Calculo de asintotas: la curva solo puede tener asintotas para los valores del parametro t donde,

o bien x(#), o bien y(¢) no estan definida o cuando t — oo .

Por lo tanto, hemos de estudiar, usando limites, como se comporta la curva cuando
t— 0,-1, £oo,.

Veamos que ocurre cuando t —0:
2

limx(t) =lim——=0
t—0 t—0 ] 4+t

, = Luego, la curva presenta la asintota vertical

limy(t) = im—— =+
lim y(t) =lim— x

Ahora estudiamos como se comporta la curva cuando t—-1:

2

lim x(t) = lim =+
t——1 t>-1]1+t

, . 1=t
lim y(t) = lim =0
t—>-1 t—>-1 t

= Luego, en t=-1, la curva presenta la asintota horizontal

Y hacemos lo mismo cuando t—»+oo,

2 2
lim x(t) = im — =—o limx(t) =lim——=o0
t——o t——o0 1 +1 . t—o t—o0 1 +t

2 ? 2

= Luego cuando t—+co, la curva puede
. c 1=t . .1t

lim y(t) = lim =0 limy(t) =lim =—00

t——o0 t——o t t—>0 t—>00 t
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presentar asintotas oblicuas.

Aplicamos el procedimiento de célculo de los coeficientes de las asintotas, en primer lugar
cuando t—o0

-t 1—t2)(1+t
m—hmY()—lim > t =1im( )g )=—l
t—o0 X(t) t>wo Dt t—>0 2t 2
1+t
1-t* 12t t? —t—1
t x(t —lm +— =lim— =—1.
(Y()( ()j t 214+t = tP+t

Luego - es una asintota oblicua hacia +oo (observa que si t—>00=> Xx—»00).

Aplicamos el mismo procedimiento para t—-o0
1 + t) 1

1-t
m = lim Y()—h / —hm -

> X (t) t>—0 D2 - t—>—0 2t3 2

2 2 2
n=lim(y(t)—(—%jx(t)j:liml LA TR et SIS
t——o0 t—>-0

t 21+t = t+t

Luego - es una asintota oblicua también hacia -oo (si t—>-00=> X—>-0).

d) Célculo de puntos criticos: hallamos los valores de t para los que las derivadas se anulan o no

existen.
2 2t(t+2 0
=25 =20 O:t={_2
1+I2:> o )
YO=—=|y(= t+1¢0

x’(t) se anula parat=-2y t=0; x’(t) no existe parat=-1
y’(t) no se anula en ningln caso; y’(t) no existe parat=0

Luego, los puntos criticos de la curva (donde puede cambiar el sentido del crecimiento) son:

'(t)#0
e) son aquellos donde dy_y® —0= 1" © =
dx  x'(t) y'()=0

pues y’(£)#0 para todo .

‘ 't)=0
son aquellos donde dy :y_(t) —> 0= x () = soélo hay
dx x'(t) y'(t)=0

uno el correspondiente a t=-2, sustituyendo en las ecuaciones de la curva, se obtiene: -
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para todo t.

f) Crecimiento por ramas:

son aquellos donde

dx

7" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
d '

y_y®_0_,
x'(t) 0

x'(t)=0
y'(t)=0

= . pues y’(t)=0

v

a

0 0

Intervalo Piniciat = Pfinal SigllO Signo (d_yj = [&]
parat x’@®) (UV)) B/ A
3 + — —
(co0-2) | (Foo0)> [_ 8’5) — 2 decreciente
3 - _ +
@ | (830 | T o
+ _ +
I B R T I ereciente
+ - _
(0,00) (0, 50)=>(c0,~0) N y decreciente
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x(1) = -
47.- Dada la curva expresada por sus ecuaciones paramétricas ?(11_ " .
y(t) = A+
a) Estudio de la existencia de simetrias.
b) Calcular las ecuaciones de sus asintotas.
c) Los puntos de la curva de tangencia horizontal y vertical.
d) Estudio del crecimiento en las ramas: (-, -1) y (1, ).
Solucion:

112

a) x(~t)=—-y(t), y(~t)=—x(t), por tanto la curva es gimétrica respecto de la bisectriz

b) La curva solo puede tener asintotas para los valores del pardmetro t donde, o bien x(t), o bien
y(t) no estan definidas o cuando t — 0.
Las ecuaciones x(t) o y(t) no estan definidas para los valores: t=-1,t=0y t=1

Para t = -1, 11m(x(t) y(t)) [t(ll o t(11 t)jz(_%, iooj , por tanto |[X=——=| es una
_I_

lasintota vertical.

1 1 1 1
Parat=1, hm x(t t =| Foo, — |, por tanto |¥ =—| es una [asintota
(500 30) =i 5 s (e 3 porano B3
horizontal|

Para t = 0, 11m(x(t) y(t)) (t(ll o t(li—t)]:(ioo’ ioo) y es posible una asintota

oblicua.

Sit=0, m=1lim>® — im =t o1
t—0 X(t) ta01+t

( (11 t) (11 t)]—lim—_2 = -2, por tanto existe una
+

de ecuacion .

¢) Puntos de tangencia vertical y horizontal.
Veamos las derivadas de x(t) y de y(t).

2t-1 2t+1
Y- (-

t(t-1) £ (t+1)°

Existe un punto de tangencia vertical, si existe un valor t, tal que, x'(t)=0 ¢ y'(t)#0.

n=lim(y -mx) =1lim
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. 1 1 : : .
X '(t) =0sit= > ypara t= 5 se obtiene el punto de tangencia vertical

Existe un punto de tangencia horizontal, si existe un valor t, tal que, y(t) =0yx '(t) =0.

. 1 1 . . .
y'(t) =0sit= 5 y para t = ) se obtiene el punto de tangencia horizontal

Intervalo Pinicial ——> Pfinal. Signo de | Signo de Signo de

para t (x'(t) | (v'(1) (Y'(ﬂj

d)

x'(t)
(— o0 ,—1) 1 - + -
0,0) —— _ano - 0 decreciente
(1, oo) 0.0 + - -
-0, = >(0,0) - J decreciente
6
4
: 2
—_—— 17}
4 -2 2 4 6
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~" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(.r) — esenf

Se pide:
y(t) = cos t € pide

48.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas {
a) Campo de variacion de t.
b) Periodicidad de la curva.
c) Simetrias de la curva:
Al cambiar t por -t
Al cambiar t por -t + m.
d) Asintotas.
e) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos singulares.
f) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas en [0, n].

Solucion:

a) Campo de variacion de t:

b) Periodicidad: T = m.c.m. (2w,21) = @
Basta estudiar la curva para t en [-m, m]

¢) Al cambiar t por -t

_sencn _ 1
x(-t)=e ‘= ﬁ #£x(1) No hay simetrias al cambiar t por -t
y(—t) =cos(—t) =cost = y(t)
Al cambiar t por -t + &
{x(—t +m) =" =" = x(t)

Al cambiar t por -t + 7 se obtiene lamismax ylay
y(—t+m) =cos(—t+m)=—cost =—y(t)

cambia de signo, luego, la curva es \simétrica respecto al eje OX].
Obsérvese que es consecuencia del hecho de que en el segundo cuadrante el seno es positivo y

el coseno negativo.

d) Asintotas:

-1 <cos t <1, luego no tiene asintotas verticales ni oblicuas.

¢! <e*n'<e! Luego, tampoco tiene asintotas horizontales.

e) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos singulares:

T
x'(t) =e*™ cost=0:>t=i§

{X(t) :esem :

— 0
y(t) =cost y'(t)=-sent=0=t ={
tr

Luego, no hay puntos sin wulares\.

Puntos criticos en [-m, n] [ t={-7 -%, 0, %, m

Puntos de tangencia horizontal: y'(t) = 0
_ _ sen(—rc) :1
X =e =l
y(-m) = cos(—n) =-1

x(0)=¢e" =1
y(0)= cos(O) =-1

=|(1,-1)
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Puntos de tangenc1a vertical: x'(t) =0

X

_ E sen
2

TE sen
— | =C =
J

f) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas en [0, |:

Representacmn iraﬁca de curvas en forma paramétrica *

x(m) ="
y(m) = cos

t Pinicial—>Pfinal Signo(x’ (1)) | Signo(y’(t)) | Signo(y’(x)) y(x)
|:09£:| (1,1 —>(e,0) + - _ 140
2 +
I:ganj (e,O) _>(11_1) - —_ ::+ _1T0
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~ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

x(.'.) — esenf

y(t) = gt 5% PO

49.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas {
a) Campo de variacion de t.
b) Periodicidad de la curva.
c) Simetrias de la curva:
Al cambiar t por -t
Al cambiar t por -t + n/2.
d) Asintotas.
e) Para —n < t < &, Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical,
puntos singulares.
f) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas en [0, n].

Solucion
a) Campo de variacion de t:

b) Periodicidad: T = m.c.m.(2n,21) =
Basta estudiar la curva para ten [-—m, 7t

¢) Simetrias de la curva:
Al cambiar t por -t

X(—t) ="V = R # +x(t)

sent

Y(_t) — ecos(—t) — ecost — Y(t)
Al cambiar t por -t + /2

X (—t + gj = em(_ng =e' = y(t)

y(—t +g} = eco{_wg) =" = x(1)

Luego, x(-t + 1/2) = y(t) y y(-t + w/2) = x(t), luego, la curva es simétrica |respecto ala bisectriﬁ
|del primer cuadrante y = x.\

No hay simetrias al cambiar t por -t

d) Asintotas:
e-l < esentS e1
e—l < CCOStS e1
no tiene asintotas|

Luego,

e) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos singulares:

X(t) — esem
0
tn

, T
{ X'(t):e”“tcost:O:t:iE

__ cost
y(h)=e y'(t)=—e'sent=0=>t = {

Puntos criticos en [ -7, 7 |:[t={-7 -%, 0, %, Vi3
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Puntos de tangencia horizontal: y'(t) = 0
X(—TE) _ esen(fn) -1

|
|

cos(—)

y(-m)=e
X(O) _ esen(O) -1
y(o) _ ecos(O) — e—l

-1

=¢C

=

=

cos()

{X(TC) _ esen(n) -1

y(m)=e

=
= e_l

Puntos de tangencia vertical: x'(t) =0

E .Lg/‘ (4 r 1 4 .
" Representacion grafica de curvas en forma parameétrica *

, pues no se anulan simultaneamente x’(t) e y’(t).

13

t=1
12
11 t'=nfz
t=-m, 7
1 2 3
f) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas en [0, |:
t Piniciai—>Pfinal Signo(x’(t)) | Signo(y’(t)) Signo(y’(x)) y(x)
+
ng} (1,e)—>(e,1) + - T=- el 1
Tc pa—
[E,Wj (e,1) > (1,1/e) - - —=+ 1/eT1

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.

117



72
-]

~ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

T
x(t) = o
50.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: *1__2
t) =
v(®) t+1

a) Hallar el campo de variacion de t.

b) Hacer el estudio de asintotas.

c) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos)
d) Estudiar su crecimiento y decrecimiento por ramas.

Solucion

a) El campo de variacion de t es

b) Estudio de asintotas
Solo pueden existir asintotas en t=-1,1, oo y la herramienta matematica que utilizamos para
comprobar su existencia es el limite en dichos valores.

lim x(t) = lim —— = =

t—>-1 t>-1¢t—1] 2 i .
= luego la recta es una asintota vertical de la curva.

2

; .t
limx(t) = lim—— =+
t—1 t=>1 t—1

= luego la recta y=1/2 es una asintota horizontal de la curva.

2

limy(t) =lim—==>

lim x(t) = lim —— =1

t—>to0 toto t —] i .

5 = luego la recta es una asintota horizontal de la curva.
lim y(t) = im —— = +o0
t—>to0 y( ) toto t 4 |

¢) Puntos criticos. Son los puntos donde las derivadas se anulan o no existen.
t

x'(t)=—
® (t-1)’

2ot , luego:
y'(t)= 7

(t+1)

x’(t)#0 para cualquier t y no existe en t=1
y’(t)=0 en t=0,-2 y no existe en t=-1.

Luego los puntos criticos de la curva se presentan en [(={=2,-1,0,1}|.

d) Las ramas determinadas por los puntos criticos son: < +

<
S &
<
v
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Intervalodet | Pioiciar—>Prina Signo(x'(9) | Signo(y'(0) | Signo(< =2 .)
(@02 | Qe @aa |- o+—— |7t - T~
(-2,-1) Q23,-4) > (12,0) |- *+— |- 17—
(1.0 12.m-500 |- «— |- |7 _—7
(0.1) 0.0 (o 12) |- +— |7 b |- T~
(1.00) @ 1) > e |- «— |7t - T~

4 -3 -2 -1 = 2

-G
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7" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

2
x(t) = 21

51.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: - :2
y(t) = —,

a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.
¢) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos).

d) Estudiar el crecimiento y decrecimiento por ramas para t>0.

Solucion

a) Campo de variacién de t: R—{0,1}

b) Asintotas
Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t——oo;t >0t >0t — 1

2
lim x(t) = lim 2t =0
t—>-—o0 t—>—o0
Cuando t tiende a menos infinito: 1-t = Posible asintota oblicua.
lim y(t) = lim -~ — oo
t——o0 t
-t
m= lim&: lim t2 (t D=1 l
t——o0 X(t) to—o Dt t—)—oc 2 2
1-t
2 2 2
n=lim (y(t)—m-x(0) = lim [ .25 - L 20| g ZIHTEC
t——00 t——0 t 2 1 —t t——0 t(t + 1)
2
limx(t) =lim =—00
t—o0 towo | —
Cuando t tiende a infinito: 1 tz = Posible asintota oblicua.
limy(t) = llm 1= =—00
t—w
-t
Cim 2O i g (DD L
t— X(t) t—0 L t*)OO 2 2
1—t

g2 2 _ 2
t—m t—>o0 t 21—t t—o0 t(t + 1)

Asintota oblicua: [y = 1/2x+1|, para t tendiendo a + o

2

lim x(t) = lim =0
t—0 t—>0 1 —t = .
) = [x=0 asintota vertical
-t
=+
hm y(t)= im— Foo
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‘Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

2
lim x(t) = lim =2
t—1 t->1 1 —t

¢) Puntos criticos: son aquellos valores de t donde x’(t) o y’(t) se anulan o no existen
2t(2 -t t=0

x'(t):—( 2) :0:>{
(1-t) t=2

2
o,

Puntos criticos:[{0, 1, 2}

d) Estudio del crecimiento por ramas para t>0.

t P'in'iC'ia'I—)Pf'ina‘I X(t) y(x) x’ (t) y’ (t) y’ (X) YCX)

0, D (0, ©) > (0,0) OTOO w0 + - - 0d -0
+ Decreciente

@, (-©,0)— (-8,-3/2) _OOT_s 04 -3/2 + B —__ w1
+ Decreciente
(2, ©) [ (-8,-3/2) > (-0,-®0) [ gl _oo |_3/20-o0 - T4 te T 32
- Creciente
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Representaclon grafica de curvas en forma paramétrica

2

x(1) = —
52.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: I "';
)=
v() t+1

a) Hallar el campo de variacion de t.

b) Hacer el estudio de asintotas.

c) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos).
d) Estudiar su crecimiento y decrecimiento por ramas.

Solucion

a) Campo de variacion de t: -

b) Asintotas:
Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando

t— —oojt > o0;t > —4;t —> -1

2

lim x(t) = lim =700

Cuando t tiende a + infinito: { k0 t 44

lim y(t) = lim % 1

2
llm x(t) = lim =+t
o4t 44
t-3 7
hm t)=lim—=—
Y() o4t+l 3
2
hmlx(t)—hmlt —1
- t—
t :+;1 3 N
=lim —= = 4o
fim (0 = lim-— =0

No hay asintotas oblicuas pues x e y no tienden simultdneamente a infinito.

¢) Puntos criticos: son aquellos valores de t donde x’(t) o y’(t) se anulan o no existen

t(t+8) 0 0
(t+4)° DA

y'(t)= 4 2¢O,Vt
(t+1

Por tanto, puntos criticos: _

x'(t) =
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d) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas.

t Pinicial—>Pfinal x'(t) |y’ (B) |y’ () y(x)
(-0,-8) | (~,1) —(-16,11/7) | + LT 1Tz
+ Crte.
+
(-16,11/7) > (- —== 7331177
-8, -4 _ _
( ) ©,7/3) * Decreciente
(-4, -1) | (®,7/3)> (1/3, ) _ Lo Fo | wby3
— Decreciente
(-1, 0) (1/3, —0) —(0,-3) _ . Do | 3w
+ Decreciente
0, ») (0,-3) —(w,1) . . oyl 3T
+ Creciente
4
: T
>
15 10 -5 5 10
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = cos t

53.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: {

a) Calcular su periodo, si lo tiene.
b) Comprobar si tiene simetrias.

y(t) = sen(3t)

c) Hallar sus puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, y puntos

singulares para te [O, g]

Solucion:
a) Periodo: m.c.m.(2m, 2 n/3) = .

b) Simetrias:
{X(_t) Gy~ sty -
Curva .
y(—t) =sen(3(-t)) = —sen(3t) = —y(t)

¢) Puntos criticos para t variando en [0, 7t /2]

0
x'(t)=—sen t=0:>t={
tn
+%  Puntos criticos en [0, n/2]: .
yi(t)=3cos(3t)=0=t=1 ©
+ 1
2
Puntos de tangencia horizontal: y'=0, x'#0
t=mn/6,1/2
T ) 3
X|—=|=cos | = |=—
6 6 2
T T
— |=sen| 3— |=1
"6 ( 6}
x| Zl=cos [ Z]=0 ' '
2 6
=
T T
—|=sen|3— |=-1
o /\J
=iy .

Puntos de tangencia vertical: x'=0, y'#0
t=0

{X(O) =cos (0)=1

y(0)=sen(0)=0

=

, pues X' e y' no se anulan simultaneamente.
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~ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

x(t) = sen(3t)
y(t) = tg(t)

a) Calcular su periodo, si lo tiene.

54 - Dada la curva: {

b) Comprobar si tiene simetrias.

c) Escribir la definicion de punto critico, punto de tangencia horizontal, vertical y

singular y hallar en [O, g} los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y

vertical, y puntos singulares de la curva dada.

Solucion:
a) El periodo de x(t) es 2n/3 = 120° y el periodo de y(t) es n=180°, luego el periodo de la curva

(x(t),y(t)) esel m.c.m.{120",180"}=360"=.
b) (x(-t),y(-t))=(sen(-3t),tg(-t))=(-sen(3t),-tg(t))=(-x(t),-y(t)), luego |es simétrica respecto del

origen

Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se

anulan o no existen. Calculamos
(xX’(t),y’(t))= (3cos(3t), 1/cos2(t)). En (0, ©/2)
x’(t)=3cos(3t)=0= 3t=n/2, 3n/2,... = t={n/6, 3n/6=n/2}|.

2 ' "~ x’(t) existe para cualquier t
>+ y’(t)= 1/cos*(t)=0 para cualquier t

-2 2 4

y’(t) no existe para [t= 1

Punto de tangencia horizontal es aquél donde se verifica que:
't)=0 '
y'(t) - dy _y'(H) _ 0
x'(t)=0 dx x'(t)

Por lo tanto, la curva [no tiene puntos de tangencia horizontal.

Punto de tangencia vertical es aquél donde se verifica que:

x'(t)=0 dx x'(t)

Luego solo hay un jpunto de tangencia vertical en t=n/6 — (1,73/3)

Punto singular es aquél donde se verifica que:
y(0=0_dy_y®_0
x'(t)=0 dx x'(t) O

La curva jno tiene puntos singulares|.
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~ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

2 2
55.- Dada la curva: <3 ,1 T
1-+¢ L
a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.

c) Estudiar el crecimiento y decrecimiento por ramas para t>0.

Solucion:

a) El campo de variacion de la curva es el conjunto de nimeros reales donde estan definidas x e y,

es decir, C=D0mme0my=.

b) Las asintotas son rectas a las que se aproxima la curva cuando, o bien x, o bien y, o ambas, se
hacen infinitas. Por lo tanto, para hallarlas hemos de obtener los valores donde x e y se pueden
hacer . En este caso, ={0,1,+ o0,-00}.

Hallamos el limite de [x(t), y(t)] en cada uno de estos valores
. 2F
lim——=0

t—0 ] —
1= , luego la curva presenta en =0 la asintota vertical .

, luego la curva presenta en =1 la asintota horizontal .

, luego la curva puede presentar en fr—>too una asintota oblicua y=mx+n.

t—>to0 t

Calculamos m y n para t—>+c0 y t—>-00

1-7 .
m=lim—t_=lim" L f*_1.
S 2 e 2
1-t
1-¢
m = lim —L— = fim — = 1
e 27 o 2F 2
1-t
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= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *
_ ((1-7)
n=lim( y(t)—mx(t)) = lim t

(l—t2

) 127

n=lim [
t—-© t

2(1-1)

1 2¢
E(It)]

2
J_hmﬂ—l

B —>—0 1‘2 _t

£ +1-1

=lim
2 —t

>

luego la curva presenta la asintota oblicua y=1/2x+1| en t—+co.

>

Para estudiar el crecimiento por ramas en t>0, hemos de obtener previamente los puntos

c)
criticos en t=0,
o 2=0) [0 =0=0=0.2
(t—1)2 x'(¢) no existe en t=1 lue _
, luego son t=0,1,2
2 yi(6)#0 Vi
yi(t)y=- 2 ¥'(¢) no existe en t=0
t Pinicial—>Pfinal x(t) y(x) X(t) | y(t) | y(x) y(x)
0,1 (0, ©) —>(x,0) 040 + - | - 0d —o0
OT o0 ::_ -
@2 [ 2.0 837D | __ 4 ol - [=_ | wia
+ Decrte.
(2,©0) | (-8,-3/2) > (-w0,-0) 84 - _3/2¢_OO - - - -ooT—3/2
- Crte.
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = 1= 1)
56.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: 1_21_"'11' Se
YN =10
pide:
a) Simetrias.
b) Asintotas.
c) Puntos criticos.
d) Puntos de tangencia vertical y horizontal.
e) Crecimiento y decrecimiento por ramas.
Solucion:
Dominio R

a) Simetrias

{x (—t) =—x(t)
y (-t)=v(t)
b) Asintotas

En los puntos que no son del dominio de t:

_ 2
lim x(t) = lim 0= _

t—oo too |4 tz

2

3=y =L

Por tanto SIS una asintota horizontal

¢) Puntos criticos

X'(t)=—ﬁ=0:>t=i,/(\/§—2)

4t
(1 +t? )2

y'(t) = =0=>t=0

d) Puntos de tangencia horizontal y vertical
Puntos de tangencia vertical: son aquellos donde x’(t)=0 e

Para t=— (\/g_z) :[_\/10\/25722,12\/3]
Para t= (ﬁ_z)j(@’l—zﬁJ

Puntos de tangencia horizontal: son aquellos donde x’(t) #0 e y’(t)= 0
Fara 0= (0.-1) o G ngencinorone
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7" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

e¢) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

t t<— (\/5—2) - (\/5—2)<t<0 0<t< (\/5—2) ‘/(\/5—2)<t
" X>_\/10\/2§—22 _\/10\/25—22<X<0 O<X<\/10\/2§—22 \/10\/25—22>X
y(t) 1>y>1_2\/§ _ >y>-1 _1<y<1_£/§ _ <y<l
X'(t) - + + -

y'() - - + +
y'(x)=y (1)/x’(t) | Crece Decrece Crece Decrece

1

0.5

-0.5 0.5
-0.5
-1.5
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

57.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: {X(T) = sen(2t)
y(t) = t9(31)

a) Hallar el campo de variacion de t.

b) Calcular su periodo, si lo tiene.

c) Comprobar si tiene simetrias.

d) Estudiar la existencia de asintotas.

Solucion:

a) El campo de variacion de ¢ es Dom x N Dom y= - porque:

Domx = R, pues sin(2¢) es una funcion continua en R.

Dom y— R_{+_ NELRNELNLY ..}:R—{M,keZ}.
666 6 6

b) sin(2¢) es periddica de periodo 2771 =1,y tg (37) es periddica de periodo g, luego la curva

(sin (2¢), tg (3¢)) es periodica de periodo m.c.m. {n,g} =T.

¢) Estudio de simetrias:

x(-£)= sin (-2¢) = -sin (2£)= -x(%).
y(-0)=1tg (-31) = -tg 31) = -y(0).

Es decir, si t—(x,y) = -t—(-x,-y), luego la curva es _

d) Se observa que -1<x< 1, por lo que x no puede hacerse infinita, en consecuencia la curva no
puede tener asintotas horizontales ni oblicuas.
Sin embargo, -0 <y < oo, por lo que puede tener asintotas verticales para los valores de ¢ en que

T T T
v se hace infinita, esto ocurre, si consideramos el intervalo {_E E} para = +Z o y £—

2
lin}t(sen(Zt), tg(3t)) = [sen(Z%), tg(3 %D = (iﬁ,ioo).

o2l 2
hm(sen(Zt) tg(3t))—(sen(2—j g(3—D (0,30)

Por lo tanto las rectas verticales - l - de la curva.
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"~ Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

58.- Las curvas paramétricas se utilizan abundantemente en el campo de
computacion grafica. En concreto las curvas de Bézier (ingeniero de la casa
Renault) se usan para programas de graficos estandar como Corel Draw y
fuentes de escritura como TrueType. Para n=3, las curvas de Bézier se
definen de la siguiente manera:

Dados cuatro”puntos de control” Po (ao,bo), P1 (a1,b1), P2 (az,b2), P3 (as,bs),
se define la curva de Bézier (x(t), y(t)) para O < t+ < 1, mediante las
expresiones

x(t) = a, (1 - 1')3 + 3a,t (1 — 1')2 + 3a2'|'2 (1 - 1-) + q31'3
(1) = g (1 1)+ 30 (1 1)+ 30,82 (1 1) - 1yt
a) Hallar unas ecuaciones paramétricas de la curva de Bézier cuyos puntos de

control son Po (1,4), P1 (3,12), P2 (6,15), Ps (7,4). .
b) Probar que su pendiente en t=0 es igual a la pendiente del segmento PP,

Se pide:

Solucion:

a) Las ecuaciones paramétricas de la curva de Bézier cuyos puntos de control son Po (1,4), Pi
(3,12), P2 (6,15), P3 (7,4) son:

x(0)=1(1=1) +3-3t(1=1) +3-612 (1-1)+ 77

yO)=4(1=1 +3126(1=1)> +3-152 (1=1) + 463 |

10

b) Probar que su pendiente en t=0 es igual a la pendiente del segmento PP,
La pendiente de la curva en t=0 es su derivada

(d_y} _[y'(t)] _[ 27 300424
dx )iy \x'() ) 9> —6t+6 ) _,

— - 12-4 8
Por otro lado la pendiente del segmento PyP; es m= A7)0 : =E:4
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = 3cost
y(t)=2sen (2t)
a) Campo de variacion de t.

b) Periodicidad.

59.- Dada la curva { , se pide:

c) Puntos criticos y estudio de puntos de tangencia horizontal, vertical y

singulares en [0, =].

Solucion:

a) Campo de variacion de ¢ = I], por ser Dom(cos?)=R y Dom(sin(2¢))=R.

x(t) =3cost tiene periodo 27w

b) Periodicidad = 2m, pues ) ) o = m.c.m {27,7}
y(t)=2sen (2t) tiene periodo 721:

¢) Puntos criticos en [0, 7t]. Son aquellos valores de ¢ donde x’(¢) 0 y’(¢) se anulan o no existen:
x'()=0=sent=0=¢=0,n
x'(t) =-3sent = .
x'(¢) existe Vt
3n

T 37n T
'O)=0=cos(2)=0=>2t=—,—=t=—,—
y'(®) (2) > 14

y'(t) =4cos(2t) =
y'(¢) existe Vt
3n
4

t)#0
Enfed 17 OF 0D L & esun (P1(3,0))
x'(t)=0 dx
't)=0
En , y'(® :Q:O,:esun P, ﬂ,Z
x'(6)=0 dx 2
t)=0
En , '@ :>d—y=0,:>esun P, —ﬂ,—Z
x'(t)#0 dx 2
©)#0
En t=m, () :ano,:esun (P4(-3,0))
x'(t)=0  dx

i T
Luego los puntos criticos son ¢ = O,Z, ,TC
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Representacion grafica de curvas en forma aramétrica@

9

Solucion:
a.- Simetrias
1
—t)=x (t
{X (=) =x (1 , curva ; basta estudiar
y (-t)=-vy (1)
-1 1

b.- Periodicidad

Periodo de la x :2—7C =7

= Lacurva de periodo T = mcm (n,%) =

Periododelay :2%

0
x' (t)=-2sen (2t):0:>2t={0:>t= . pues 2t € [0,]
Tc J—
2
C.- - -
e 2 e 3
y' (t)=3cos (3t)=3t= 3n:>t_ . pues3te{0, 2}
2

{ 2
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d.- Crecimiento y decrecimiento por ramas:

t (x.y) X 1y [ y® ) Grafica
1
o 1
(Oagj (190) _)(Ealj - + - -
- 1
,1/
T T 1
23] (3ey || e | e —

e.- Interseccion con los ejes coordenados:

Con OX:

0
y=0:>sen(3t)=0:>3t:{ =
n

Con OY:

x=0:>cos(2t)=0:>2t=g:>t=§:>

t=0=>

t=—=

f.- Asintotas: -, por ser -1 < x(t), y(t) < 1 para todo valor de t.

g.- Dibujo aproximado:

P2 (1/2, 1)

Ay

PL (1, 0)

P4 (-1/2, 0)
-1
P3 (-1, -1)
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""" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = tg(2t)

y(t) = cos(2t)’ La siguiente imagen muestra la

61.- Sea la curva de ecuaciones {

grafica incompleta de dicha curva:

Se pide: <

a) Hallar el campo de variacion de t.

b) Estudio de simetrias.

c) Razonar si la curva es periodica y obtener el periodo de la curva.
d) Estudio de asintotas.

e) Para valores de t en [O, g], hallar puntos criticos, puntos de tangencia
horizontal, vertical y singulares.

f) Para valores de t+ en [O, g], hacer el estudio del crecimiento y

decrecimiento por ramas.

g) ¢Para qué valores del pardmetro t se obtienen los puntos P y Q de corte
de la curva con el eje de ordenadas? Dibujar la grdfica completa de la
curva.

Solucion
a) Campo de variacion de t:

T _m+2kn (2k+1)m

T s
No existe x(t) = tg(2t) para 2t=—+kn<t=—+k— ,keZ
() =tg(2t) p 5 PR p 2
Mientras que y(t) = cos (2t) existe para todos los valores de t.
2k +1
Por tanto, el campo de variacion de t es R—{%, ke Z} = R—{i%,i%,i%,. }

b) Simetrias: la curva es \simétrica respecto al eje de ordenadas OYL ya que

{X (—t) =—X (t)
y (-)=y (1)

¢) Periodicidad:
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%7 Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

Periodo de x(t) =tg(2t): ki
2 = Lacurva

5 : T=m.c.m {n/2, nt}
Perfodo de y(t)=cos(2t): Tnzn

d) Asintotas:

Por ser -1 <y(t) < 1, la curva no tiene asintotas verticales ni oblicuas.

lim y(#) = Foo

e) Puntos criticos en [0, 7w/2]. Son aquellos valores de # donde x’(#) 0 y’(¢) se anulan o no existen:
5 x'(t)=0 Vvt

— =
cos’(2¢)  |x'(¢) no existe para 2t=g =t= %

X'(t) =

T
()=0=2=0,n=1=02
() = —2sen(2r) = 17 D =0=2=0.n=1=0.7

y'(¢) existe Vt

Luego los puntos criticos son -

') =0
En t=0, 0% :ﬂ=0:>setratadeun
y'(@®)=0 dx

'#)#0

Entzﬁ, * (@) :ﬂ=0:>setratadeun
2 »'(@®)=0 dx

En tzg, no hay punto de tangencia horizontal, vertical, ni es un punto singular, pues no

pertenece al campo de variacion de t.

f) Estudio del crecimiento por ramas:

t *y) X®O |y® |y&) y(x)

(0 E) (07 1) - (oo,()) + - - 1»1/0
’ As. horiz. +

(E E) (-00,0) - (03'1) + - - _ Owlr-l
) As. horiz. +

g) x(t)=tg2t)=0 = 2t=0,t=>¢= O,g (P y Q, respectivamente).
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W -52 (4 r /4 .
" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica ™
3at
O Lo
62.- Dada la curva (folium de Descartes) 312 * a € R se pide:
a

a) Campo de variacion de t.
b) Simetrias.

c) Asintotas.

d) Puntos criticos.

e) Estudio por ramas.

f) Grafica aproximada.

Solucion:
3at
X(t) =
© 1+t
3at’
t) =
¥y 1+t

a) Para cualquier valor de a el campo de variacion de la curva dada es -

o : x(=t) # £x(t) :
b) Si sustituimos t por —t se obtiene, luego no hay simetrias.
y(=t) #+y(t)

¢) Cuando t tiende a -1

lim x()=lim 13at3 = 400
t—>— t—>—
+t2 = Posible asintota oblicua
lim y(t)=lim ~o = 4o
oy YW=, 1+
3at’
m=tlim YO _jjm Lty
t—>—1 X(t) t>-1 3at
1+t
. . 3at>  3at
\n = 1}2}1 (y(t) —mx(t)) = ltlil}l (1 e +mj =-a

¢) Los puntos criticos son los que anulan a las primeras derivadas o donde no existen.

_ 743
szwzo:tzg

(1+ t’ )2
\ . Ademas que no es del dominio.
© 3at(2-t') _ _{0
y 2
(1 + t3) 2

Luego los puntos criticos son:
t=0—>

1
-k
2
t=32 -
Ademas, P1 y P3 son puntos de tangencia horizontal y P2 es un punto de tangencia vertical.
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica %=

d) Estudio por ramas

3at 3at’ (dy}
t x(t)= t)= (t (t -
O=1"5 YO =175 x@® | y® dx y(x)
(—o0,—1) —0< X <0 0 >y >—00 - - | Decrece
(-1,0) —0<x<0 0>y>0 - - | Decrece
0 0 0 =0 0 0 Tg. horizontal
1
(O’i/;] 0<x<3i4 0<y<€/§ + + + 1 Crece
3 % a4 2 0 #0 A Tg. vertical
1
[35,2/5] Ya>x>3 P<y<Ys . - - | Decrece
KO KO 4 #0 0 Tg. horizontal
(%/5,00) P2>x>0 3/Z>y>0 - - + 1 Crece
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- Representacion grafica de curvas en forma aramétrica@

Solucion:
2
x(t) = 2t 1:>Dx={teR/t;ti1}
a) tt:
y(t)=t2 3:>Dy={teR/t¢i\/§}

Dominio o campo de variacion de t: D, =D, "D, = {t eR/t#xtlyt# +\/_}
2
t t?
3
t t’
¥(- )—(_())_3 —5 3=y

¢) Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t — —oo;t —)—\/g;t ->-Lt>1t —)—\/g;t —

b) <

t2
lim x(t) = lim T
t——00 t—>—0
Cuando t tiende a menos infinito: t
t3
tllIEo y()= t1_1>n’010t
2
hr{/l_x(t)— 11n\1r ! =E
Cuando t tiende a —\/5 17 } ot 31 2 =
hm t)= 11 =+
0. y(0)= lim =—
2
hm1 x(t) = 11m1 =700
t— —_
Cuando t tiende a —1: t X 1 =
1
hm t) = lim —
Ly(t) = lim 7372
2
1113/1_ x(t) = 11{1/1_ v 3
Cuando t tiende a \/5: = ol X -1 2
t
- -+
g (0=l 5=
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limx(t) = llm
Cuando t tiende a 0: o e ,
limy(t) =lim

t—l1 t—l1 t 3

limx(t) = lim

t—oo t—>o

Cuando t tiende a infinito:
hm y(t) = hm

© t?
) Puntos criticos: son valores de t donde x’(t) e y’(t) se anulan o no existen.
X'(t)——( ) =0=>t=0
o) ]
y(t)=———=0=>:t=0
(" =3)° _
t=3

Puntos criticos para S35 5y 6535 605 (=16=\3: 63

e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

Dada la simetria consideramos t>0
t 0<t<l 1<t<+3 J3<t<3 3<t
x(t) 0>x x<3/2 3/2<x<9/8 9/8>x>1
y(t) 0>y>-1/2 -1/2<y y>9/2 9/2<y
x'(t) - - - -
y'(t) - - - +
Y=y’ ®)/x(t) | Creee _Crece Crece Decrece

32 Rama
6
42 Rama
4
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~ Representacién grafica de curvas en forma paramétrica

64.- Dada la curva plana (x('r), y(f)) = (% sen(2t) + sen('r),Zcos(T))

a) Estudiar la simetria y la periodicidad.

b) Identificar los puntos criticos e indicar que representa cada uno.
c) Dibujar la curva

d) Estudiar la simetria y la periodicidad.

Solucion
a. Estudiar la simetria y la periodicidad.

SIMETRIA:
1 1 1
x(—t) = 3 sen(—2t) + sen(—t) = -3 sen(2t) — sen(t) = — (; sen(2t) + sen(t) ) = —x(t) IMPAR

y(—t) = 2cos(—t) = 2cos(t) = y(t) PAR
Por lo tanto, hay simetria respecto al eje OY
PERIODICIDAD:
1 el periodo del seno = 2w
x{t-l—p]=;sen{2t+2p]+sen{t+p]:1 dp=dm—p=mn }P=2n’

p =2

[ periodo del 2
y(t +p) =2coslt +p) :Ig periado : cose H}P =2
p=2r
El pedido de la curvaes P = =-5;p = 25

b. Identificar los puntos criticos e indicar que representa cada uno.

Los puntos criticos son aquellos donde: x'(t) =0 y/fo ¥'(t) =0 o Fx'(t) 2y'(t)
't} =0 = cos(2t) +cos(t) =0 = cos(2t) = —cos(t)
Hagamos primero un andlisis visual de las graficas: Azul: cos(2t), verde: -cos(t)

Venos que hay 3 valores de t para los que coincide: t = m otros dos valores que no identificamos
Necesitamos un desarrollo matematico, usamos las identidades trigonométricas:
Por lo tanto: 2cos®(t) — 1 = —cos(t}; — Zcos®(t) + coslt) —1 =10
Resolvemos el polinomio de segundo grado: cos(t)=u ; 2u”* +u—1 =10

—b+ VBT —dac —1+3 I”=—1 —cos(t) =-1 — t=n
2 =— — = — = -
2a 4 u=3 cos(t) t 37

y (&) =0 —= —2sen(t) =0 —senlt) =0 —¢t={0.m2n}
Ent= f = hay un punto de tangencia vertical

En t = {0.27} hay puntos de tangencia horizontal
En t = 7. las dos derivadas se anulan, por lo tanto, hay un punto singular
¢. Dibujar la curva

ji
t 0 3 T T
Punto (0,2) (1.3,1) (0,-2)
Punto Singular
Tan. Horizontal Tan. Vertical \\
- | )’/'/ﬁ
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

/

1.5

0.5

=

Por simetria con

el eje OY:

El punto singular es de primera especie, de acuerdo con la simetria de la curva.
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= Representacion grafica de curvas en forma paramétrica *

65.- Dada la curva plana (x('r), y(f)) = [Zsen('r),%cos(Z'r) + cos(t)J

a) Estudiar la simetria y la periodicidad.
b) Identificar los puntos criticos e indicar que representa cada uno.
c¢) Dibujar la curva

Solucion

a) SIMETRIA:
x(—t) = _25911{—1:] = —2Zzenlt) = _—_r{t] IMPAR

y(-t) = écus{—?t] + cos(—t) =écus{2t] + cos(t) = y(t) PAR

Por lo tanto, hay simetria respe_cto al eje OY
PERIODICIDAD:

x(t +p) = 2sen(t + p]:{

[ periodo del 2
el perio u_;? seno H}P=2n’
p=2r
el periodo del coseno = 2w
}P =2

Ba ] =

p=2dm-op=mw
p =2

y(t +p) == cos(2t + 2p) + cos(t + p):

3
%'t} =0
Necesitamos un desarrollo matematico, usamos las identidades trigonométricas:

El pedido de la curva es m.c.m.: F = 2n

— 2cos(t) =0 —cos(t) =0 -t==-m.-w
y(#) =0 — —sen(2t) —sen(t) =0 — sen(2t) = —sen(t)
2sen(t) cos(t) = —senft); — sen(t) - (2 cos(t) + 1) = 0)

b) Los puntos criticos son aquellos donde: x'(t) =0 y/o y'(t) =0 o 2x'(t) 2y'(t)
22
Hagamos primero un andlisis visual de las graficas: Azul: -sen(t), gris: sen(2t)
Venos que hay 5 valores de t para los que coincide: t = 0,m, 2 y otros dos valores que no identificamos
senlt) =0 = t=0m2n

1 2 4
2eos(t) +1 =0 — coslt) =5 - t=§rr.§rr

Ent=rx hay puntos de tangencia vertical
Ent= U.% 3 rr.f 7. 2. hay puntos de tangencia horizontal

¢) Dibujar la curva

1 2 T ) 3
t 0 37 37 37 77 2w
Punto | (0,1.5) | (2,-0.5) | (1.73,-0.75) | (0,-0.5)
Tan. Tan. Tan. Horiz. Tan. Tan. Tan. Tan.
Horiz. Vert. - Horiz. Horiz. Vert. Horiz.
_ | _ _ | _
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

b,

il Ean . ,
Por simetria con
‘ el eje OY:
_— | =
—
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" Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Estudiar y representar la curva
1

T

0.3

X —
2. Estudiar y representar la curva {Y

¥

-3

-4
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Simetrias de una funcion

F(ox) = f(x) simétrica respecto el eje OY (Funcion par)
- f(x) simétrica respecto el origen O (Funcién impar)

Simetrias en una curva plana

Estudio de algunos tipos de simetria:

- X=X . .
a) Si , entonces la curva es simeétrica respecto del origen.
y(-)=-y(t)
- xC)=x() L .
b) Si , entonces la curva es simetrica respecto del eje OX.
y(-t)=-y(t)
- X=X . .
c) Si , entonces la curva es simeétrica respecto del eje OY.
y(-t)=y(t)
X(H=y(t) . i _
d) S , entonces la curva es simétrica respecto de la bisectriz del primer
y(-t)=x(t)
cuadrante.

Simetrias de una curva en forma polar

Para una funcion r =r(o) en forma polar:
Simetria respecto el eje polar:
Al sustituir oo por —a. queda lo mismo: r(a) =r(-a):

y P(xY)

Eje polar

s P(X,-)

Simetria respecto al polo:
Al sustituir oo por oo+7 queda lo mismo: r(a) =r(o+n):

P{x,y)
m o,
ra
/6‘P010 Eje polar
P(-x,y)

Simetria respecto el eje Y:
Al sustituir oo por t—a queda lo mismo: r(a) =r(t—a):

Eje polar
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Asintotas de una funcion

Verticales: Six >a =y — .

lim f(x) =+ = x =a €s una asintota vertical
X—a

(So6lo puede haber asintotas verticales en los puntos que no pertenecen al dominio)

Horizontales: Six — c© =y —b.

lim f(x)=b= y=>b esuna asintota horizontal
X —>1o0

Oblicuas: y = mx + n es una asintota oblicua, siendo:
m = lim (@j, n= lim (f(x)—mx)
X —>F0o0 X X —>+o0
Nota: las asintotas nos informa de si la funcion esta o no acotada.

Asintotas de una hipérbola

Las asintotas de una hipérbola son rectas que pasan por el centro de la conica y
tienen de pendiente m, solucion de la ecuacion: a,, +2a,m+a,,m’ =0.
Este ultimo resultado se obtiene de aplicar que, en general, las asintotas oblicuas a

una curva de ecuacion y = f(x) tienen de pendiente lim 1)

X—>t00 X

Asintotas en una curva plana

En este parrafo, t, puede ser un nimero real 6 +o.
a)Si  lim x(t)=a, lim y(t)=+ow , entonces: la recta x = a es asintota vertical.
t—>t,

t—>t,
b) Si lim x(t) =0, lim y(t)=b , entonces: la recta y = b es asintota
t—>ty t—>t,
horizontal.
¢)Si  lim x(t)=4o0, lim y(t) =0
t—t, t—t,
. 0 , ) .
¢1) Si lim ﬂ:{ , la curva carece de asintota y se dice que tiene una
t>ty X(t) 400

rama parabolica.
¢;) Si lim ¥ _ m

t—t, X(t)
€21) lim (y(t)—m-x(t)) =+, entonces no hay asintota; tiene una rama
tot,

parabodlica.
C22) lim (y(t)-m-x(t))=b, entonces la recta y = mx + b es asintota

oblicua.
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Punto critico

En general son los valores que anulan la derivada o derivadas o simplemente
no existen.

« Curvaen forma paramétrica: valores del pardmetro t que anulan al
menos una de las derivadas x'(t) o y'(t), o bien alguna de ellas no esta
definidaen t.

« Enuna funcion real de dos variables reales: puntos donde las derivadas
parciales valen cero o no existen. Dichos puntos se llaman puntos
criticos o estacionarios de f.
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Puntos de tangencia horizontal

Si para t=t, es y(t,)=0 y x{(t,) =0, la recta tangente serd horizontal en el
punto (x(to), y(to))-

Puntos de tangencia vertical

Sipara t=t, es x(t,)=0 Yy y(t,) =0, la tangente en el punto correspondiente a
t, sera vertical (pues anulara el denominador de y'(x)).
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Puntos de tangencia horizontal

Si para t=t, es y(t,)=0 y x{(t,) =0, la recta tangente serd horizontal en el
punto (x(to), y(to))-

Puntos de tangencia vertical

Sipara t=t, es x(t,)=0 Yy y(t,) =0, la tangente en el punto correspondiente a
t, sera vertical (pues anulara el denominador de y'(x)).
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Crecimiento

Una funcidn es estrictamente creciente en un intervalo cuando para dos puntos
cualesquiera situados en él “x” y “x+h” se verifica: x <x+h=f(x)<f(x+h)

Si f’(a)>0, la funcion f es creciente en a
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Decrecimiento

Una funcidn es estrictamente decreciente en un intervalo cuando para dos puntos
cualesquiera situados en él “x” y “x+h” se verifica: x <x+h=f(x)>f(x+h).

Si f’(a)<0, la funcidn f es decreciente en a
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Puntos singulares

Un punto singular de una curva plana F(t):(x(t),y(t)) es aquel en el cual

F'ft) ~0 , s decir: x'(t)=y'(t) =0.
Cualquier punto singular es pues un punto critico. El reciproco no es cierto.
Un punto regular es cualquier punto no sea singular.
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Interseccion
Conjunto de los elementos que son comunes a dos conjuntos.
Interseccion de la curva con las asintotas
Los puntos de interseccion de la curva con una de sus asintotas se obtienen
resolviendo el sistema formado por la ecuacién de la curva y la ecuacion de la
asintota.

Interseccion de la curva con los ejes de coordenadas

Estos puntos se obtienen haciendo x =0 e y =0, para calcular los puntos de corte
con el eje de ordenadas y de abscisas respectivamente.
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Dominio de definicion o campo de existencia.
Conjunto de valores para los cuales se pueden efectuar los calculos que indica la

expresion analitica de la funcion.
D ={ x &R tales que, existe y = f(x) }
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Periodicidad de una funcion

Una funcién f(x) es periddica, de periodo T si existe T =0, tal que,
f(x+T)="f(x) para todo x perteneciente al dominio de definicion.

(Solo pueden ser periddicas las funciones cuya expresion analitica depende de
las funciones senx, cosx, tgx, etc.)
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Ramas de la curva

Supongamos que D =[a, b] y que t, <t, <...<t,_son los puntos criticos.
Estudiaremos la curva en cada intervalo (t; ,,t;) de forma que y=(yox™*)(x)

Denotamos esta funcion por y=f,(x), y a su grafica y; la denominaremos
rama i-ésima de la curva.
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Maximos locales.

e La funcion f tiene en el punto x=a un maximo local o relativo si existe
un entorno (a-h, a+h) de a tal que para todo x =a del entorno se verifica:
f(x)<f(a) resulta f(x—h)<f(a)>f(x+h).
Sif’(@)=0y f’(a)< 0, entonces (a, f(a)) es un méximo local
También pueden existir extremos (maximos y minimos) donde no es derivable
la funcion.
e Se dice que f tiene un maximo relativo en un punto (x,,y,) A cuando

f(Xy,¥,) 2T (X y) V(XY) perteneciente a un entorno de (X0, Yo) -

e Maximo Absoluto es el mayor de los maximos locales o relativos.
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Minimos locales

e La funcion y=f(x) tiene en el punto x=a un minimo relativo si existe un

entorno (a-h, a+h) de a tal que para todo x = a del entorno se verifica:
f(x)>f(a) resulta f(x—h)>f(a)<f(x+h).
Sif’(a)=0y f’’(a)> 0, entonces (a, f(a)) es un minimo local
Se dice que z=f(x,y) tiene un minimo relativo en un punto (x,,y,) € A
cuando f(x,,y,) <f(x,y) V(x,\y) perteneciente a un entorno de (x,,Y,) -

También pueden existir extremos (maximos y minimos) donde no es
derivable la funcion.

Minimo Absoluto es el menor de los minimos locales o relativos.
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Derivada

Dada la funcion f definida en el intervalo | y a € |, se llama derivadade fena, y
se denota con f ’(a), al siguiente limite: f'(a) = lim fta+ h)-f(a) L‘)'f(a)

Representa la pendiente de la recta tangente a f en x=a.
Funcién derivada

Funcidn que hace corresponder a cada punto la derivada de la funcién dada en él.

Si la funcion dada es f(x) su funcion derivada f *(x) sera:

f(x) = L,{)no WJFEJ
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Ecuaciones parametricas

Ecuaciones en las que intervienen pardmetros.

e Ecuaciones paramétricas de una curva plana son ecuaciones de la forma
x=X(t), y=(t) donde el parametro t recorre los valores del campo de
existencia.

e Ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial son las coordenadas de
un vector del subespacio vectorial como combinacion lineal de los vectores
de una base.

e Ecuaciones paramétricas de una recta:

En el plano: siendo P(Xo,yo) un punto cualquieray v=(v,,v,) un vector director.
X=X, +1v,

Y=Y, +1v,

En el espacio: Siendo P=(py,p.,ps) un punto cualquiera 'y v =(v,,v,,v,) un vector
director de la recta.

Ecuaciones paramétricas de la recta: {

X, =pP; + '[Vl
Ecuaciones paramétricas: <x, =p, +tv, .
Xy =Py +1tv,
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Puntos de inflexion.

Punto de una curva plana en el que la curvatura cambia de sentido de concava a
convexa o viceversa. La tangente en un punto de inflexion atraviesa la curva.

Sif’(a)=0yf’’(a)=0, entonces (a, f(a)) es un punto de inflexion
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Continua

e Una funcion y=f(x) es continua en x = a si se verifica: lim f(x)=f(a)

e Una funcion z=f(x,y) es continua en un punto (Xo,Y,) Si se verifica:
lim )f(X,y) = (X0, Yo)

(x.y)~(%9.Yo
Continuidad en un intervalo

Una funcién y = f(x) es continua en un subconjunto o en un intervalo si lo es en
cada de sus puntos.
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Folium de Descartes

Hoja de Descartes (1638)

-'I.'

—_- -T

v=—X—a

Ecuaciones cartesianas:

x®+y®—3axy = 0 siendo a una constante a € R

Ecuaciones paramétricas:

3at
X =
1+1°
_ 3at’
1+t

Ecuaciones polares:

_3asenoa.cosa
sen’a +cos’ a

Ecuacion de la asintota:

siendo a una constante a € R

siendo a una constante a e R
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