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Conicas en forma Polar
1.-La Luna es el satélite natural de la Tierray tiene una drbita eliptica con el centro de la

Tierra en uno de sus focos. Esta oOrbita tiene los siguientes datos: a= 384400 km,
€=0.05. Tomando como radio de la Tierra R= 6370 km y como radio de la Luna 1738
km.

a) Hallar una ecuacion polar de la érbita de la Luna.
b) Hallar la distancia mas lejana de la superficie de la Tierra a la superficie de la Luna
y la distancia para o = w/2.

Sollicion

2.- Europa es el menor de los satélites galileanos de Jupiter y tiene una érbita eliptica con

el centro de Jupiter en uno de sus focos.

Esta Orbita tiene los siguientes datos: apoastro= 676938 km, periastro=664862 km.

Tomando como radio de Jupiter R= 71492 km

a) Hallar una ecuacion polar y la distancia de la superficie de Jupiter a la superficie
Europa para a. = /2.

b) Hallar una ecuacion cartesiana de la érbita de Europa.

Sollicion

3.- Los planetas describen 6rbitas elipticas con el Sol en uno de sus focos.

a) Hallar la ecuacién polar de la 6rbita de Marte sabiendo que tiene por excentricidad
e = 0,0934 y que el semieje mayor es a = 227,94 x 108 km.

b) Hallar la distancia més lejana de Marte al Sol (afelio) y la distancia para a. = n/6.

c¢) Hallar una ecuacion cartesiana de la orbita.

Soluicion

4.- Los planetas describen oOrbitas elipticas con el Sol en uno de sus focos.

a) Hallar la ecuacion polar de la érbita de Jupiter sabiendo que tiene por excentricidad
e = 0,0483 y que el semieje mayor es a = 778,33 x 108 km.

b) Hallar la distancia méas cercana de Jupiter al Sol (perihelio) y la distancia para

o =-7/9.

c¢) Hallar una ecuacién cartesiana de la orbita.

Sollicion

5.- El 28 de noviembre de 1963, EE.UU. lanz6 el Explorer 18. Sus puntos mas alto y mas
bajo sobre la superficie de la Tierra fueron 119 millas y 122000 millas. El centro de la
Tierra es el foco de la drbita.

a) Hallar la ecuacion en polares de la 6rbita del satélite.

b) Hallar la ecuacion polar de las directrices de la érbita.
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Conicas en forma Polar

c) Calcular la distancia entre la superficie de la Tierray el satélite cuando o =60° .
(Suponer que el radio de la Tierra es 4000 millas y que el foco mencionado es el

izquierdo).
Solucion

6.- El cometa Halley describe una orbita eliptica de excentricidad e = 0.97. la longitud del
eje mayor de la Orbita es, aproximadamente, 36.18 unidades astrondémicas (una u.a.,
distancia media entre la Tierra y el Sol, es ~ 93 millones de millas). a) Hallar una
ecuacion en polares para la orbita b) ¢Cuanto se acerca el cometa Halley al Sol? ¢y la
distancia mayor (afelio)? ¢) Si su periodo es de 76 afios ¢cuanto tiempo invierte desde el
perihelio (a=0 hasta a==/2). d) Hallar la ecuacion polar de sus directrices.

Sollicion

2 2

7.- Dada la ecuacion de la hipérbola )1(—6—%=1 , hallar la ecuacion polar de su rama

derecha suponiendo que la direccion del eje polar coincide con la direccion positiva del eje
de abscisas y que el polo esté:

a) en el foco derecho de la hipérbola.

b) en el foco izquierdo de la hipérbola.
En el caso a), hallar la ecuacion polar de sus directrices y asintotas.

Sollicion

8.- Dada la parabola de ecuacion y? = 6 x, hallar su ecuacion polar suponiendo que la
direccion del eje polar coincide con la direccion positiva del eje de abscisas y que el polo
esta en el foco de la parabola.

Sollicion

e - 21 : : .
9.- Verificar que la ecuacion r =57 cose determina una elipse y hallar los semiejes y
—2 cosa

las ecuaciones polares de sus directrices.

Sollicion

. - 16 . -
10.- Verificar que la ecuacion r = 325 cosa determina la rama derecha de una hipérbola
— a

y hallar las ecuaciones polares de sus directrices y asintotas.
oz
Solucion

11.- Una elipse de excentricidad e=% tiene un foco F en el origen (polo) y su directriz

correspondiente tiene de ecuacion polar r cosa = 8. Sabiendo que el eje polar es OX*, se
pide:

a) Hallar las coordenadas del otro foco F’.

b) La ecuacion polar de la elipse

c) Dibujar la elipse
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Codnicas en fonrpma Polar
Solucion

12.- La Luna describe una oOrbita eliptica alrededor de la Tierra tal que el centro de la
Tierra es uno de sus focos. La longitud del eje mayor de dicha érbita es 768.806 km y la
del menor 767.746 km. Se pide:
a) Hallar su excentricidad y las distancias del centro de la Tierra al perigeo y al
apogeo.
b) Suponiendo que el centro de la Tierra se encuentra en el foco derecho de la elipse y
el eje polar es la semirrecta con origen en dicho foco y direccién opuesta al otro
foco, hallar la ecuacion polar de la 6rbita y de sus directrices.

Sollicion

13.-Los planetas describen drbitas elipticas con el sol en uno de sus focos.
a) Hallar la ecuacion polar de la érbita de Saturno sabiendo que el semieje mayor de la

Orbita es a = 1.427 x10° millas y la excentricidad es e = 0.0543.
b) Hallar la distancia mas cercana de Saturno al Sol (perihelio) y la distancia para a =

/4.
c) Hallar una ecuacion cartesiana de la érbita.

Solucion
14.-El asteroide Apolo describe una drbita aproximada de r= _ 9 alrededor
9+5cosa
del sol. Se pide:
a) La excentricidad.

b) La distancia para a = w/4.
c¢) Hallar una ecuacién cartesiana de la orbita.

d) Sabiendo que tarda 79 dias en desplazarse desde az—g hasta q=g, calcular el

periodo del asteroide.

Soluicion

2 2
. o - X
15.- a) Hallar la ecuacion polar de la rama izquierda de la hipérbola ——
a

§ =1 que tiene
de excentricidad e = 2 y una de sus directrices es la recta x = 1, tomando el polo en su foco

izquierdo y la direccion del eje polar la de OX™.
2

. . X
b) Hallar la ecuacion polar de la rama derecha de la hipérbola —2—§
a
de excentricidad e = 2 y una de sus directrices es la recta x = 1, tomando el polo en su foco
izquierdo y la direccion del eje polar la de OX™.
c) Halla la ecuacién polar de sus asintotas.
Solucion
2

2
16.- Dada la elipse de ecuacion )2(—+i/— =1, hallar su ecuacion polar suponiendo que la

2
=1 que tiene

direccién del eje polar coincide con la direccion positiva del eje de abscisas y que el polo
esta:
a) En el foco derecho de la elipse.
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Conicas en forma Polar
b) En el foco izquierdo de la elipse.

Soluicion

- . 144 . : -
17.- Verificar que la ecuacion r = ——  determina una elipse y hallar sus semiejes.
13-5 cosa.
Solucion
- . 18 . -
18.- Verificar que la ecuacion r = 725 cosg, determina la rama derecha de una hipérbola
- o
y hallar sus semiejes.
Solucion
19.- Hallar en la parabola r= P los puntos:
1-cosa

a) cuyos radios polares sean minimos.
b) cuyos radios polares sean iguales al parametro de la parabola.

Sollicion

2 2
20.- Dada la hipérbola de ecuacion 7—% =1, hallar su ecuacion polar, suponiendo que
a

la direccion del eje polar coincide con la direccidn positiva del eje de abscisas y que el polo

esta en el centro de la hipérbola. .
Solucion
2

2

: X - ,

21.- Dada la elipse de ecuacion —2+§=1, hallar su ecuacion polar, suponiendo que la
a

direccion del eje polar coincide con la direccion positiva del eje de abscisas y que el polo

esta en el centro de la elipse. .
Solucion

22.- Dada la parabola de ecuacion y* = 2px, hallar su ecuacién polar, suponiendo que la
direccion del eje polar coincide con la direccidn positiva del eje de abscisas y que el polo

esta en el vértice de la parabola. .
Solucion

23.- Hallar la ecuacion en polares de la circunferencia de radio “a” y centro en el punto C
de coordenadas polares C = (b, 6), suponiendo “b” positivo. ;Cémo queda la ecuacion si
la circunferencia pasa por el origen? ¢Y si ademas el centro esté sobre el eje de abscisas?
¢y sobre el de ordenadas?

Sollicion

24.- Los planetas describen orbitas elipticas con el Sol en uno de sus focos, como muestra
la figura

U
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s Conicas en forma Polar
a) Hallar la ecuacion polar de Venus siendo a = 6,693-x 10’ millas; e = 0,0068.

b) Hallar la distancia al Sol para el afelio y para a = 107/9.

c) Hallar las areas barridas por un rayo trazado desde el Sol hasta el planeta
mientras a crece desde 0 hasta n/9 y desde a= &t hasta n+m/9.

d) Aplicar la segunda Ley de Kepler para estimar, respectivamente, el tiempo que
Venus tarda en recorrer los dos arcos anteriores (periodo de traslacion =~ 225 dias)

Solucion
X2 y2
25.- Dada la hipérbola de ecuacién @_m:l hallar la ecuacion polar de su rama
derecha suponiendo que la direccion del eje polar coincide con la direccion positiva del eje
de abscisas y que el polo esta:
i) en el foco izquierdo de la hipérbola.
ii) en el centro de la hipérbola.

En el caso i), hallar la ecuacion polar de sus directrices y asintotas.

Sollicion

26.- a) Hallar la ecuacion polar de la 6rbita eliptica que describe el planeta Tierra
alrededor del sol, sabiendo que: a =92, 957 x 10° millas; e =0,0167.
b) Hallar la ecuacion polar de sus directrices.
c) Hallar las distancias del afelio (punto mas alejado) y perihelio (punto mas cercano).

Solucion

27.- a) Hallar una ecuacion polar de la érbita de Urano sabiendo que :
a=287.1x10"km; e =0.0461.
b) Calcular la distancia al Sol para el afelio y para a = n/6.

Soluicion

28.- Se conoce la excentricidad de la érbita de un cometa e = 0.54769 asi como la distancia
del cometa al sol en el perihelio g = 1.874519 UA.

a) Hallar una ecuacion en polares de la 6rbita del cometa.

b) Para dicha ecuacidn, hallar de manera aproximada la distancia del cometa al
sol cuando a = w/4.

c¢) Hallar también una ecuacion en cartesianas de la orbita.

Soluicion

29.- Se conoce la medida del semieje mayor de la érbita de un cometa a = 4.14432358 UA,
asi como la distancia del cometa al sol en el perihelio g = 1.874519 UA.

a) Hallar la excentricidad de la orbita del cometa.

b) Hallar una ecuacién en polares de la érbita del cometa.

c¢) Para dicha ecuacidn, hallar de manera aproximada la distancia del cometa al sol

cuando a = /2.

d) Calcular la distancia del cometa al sol en el afelio.

e) Hallar también una ecuacion en cartesianas de la érbita

Sollicion
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o Conicas en forma Polar
Ejercicios propuestos

1) Determinar las conicas que se dan en coordenadas polares mediante las ecuaciones
siguientes:

a) r:% b) r:L c) r :L
1-=cosa 1-cosa 1- cosa
d) r= L e) r= L f) r= ;
2—Ccosa 3—-4cosa 3-3cosa
X2 2
2) Dada la ecuacion de la hipérbola 55~ 1);—4 =1, hallar la ecuacién polar de su rama

izquierda, suponiendo que la direccion del eje polar coincide con la direccidn positiva del eje
de abscisas y que el polo esté:

a) en el foco izquierdo de la hipérbola;

b) en el foco derecho.

3) Hallar en la elipse r = 2 los puntos cuyos radios polares son iguales a 6.
3-+/2cosa
15
4) Hallar en la hipérbolap=—-————" los puntos cuyos radios polares son iguales a 3.
3—4cosa
P

5) Hallar en la parabola r = los puntos:

1-cosa
a) cuyos radios polares sean minimos.
b) cuyos radios polares sean iguales al parametro de la parabola.

Sollicion
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Conicas en forma Polar

1.-La Luna es el satélite natural de la Tierray tiene una drbita eliptica con el centro de la
Tierra en uno de sus focos. Esta oOrbita tiene los siguientes datos: a= 384400 km,
e=0.05. Tomando como radio de la Tierra R= 6370 km y como radio de la Luna 1738
km.

a) Hallar una ecuacién polar de la 6rbita de la Luna.

b) Hallar la distancia mas lejana de la superficie de la Tierra a la superficie de la Luna y

la distancia para o = w/2.

Solucion:
a) a= 384400km, c=a-e=19220km, b? = a?-c? = 147393951600, p= b?/a= 383439 km
383439
i 1 —0.05 cosa

b) La distancia mas lejana es el punto apogeo y hemos de tener en cuenta los radios, luego,

di= a+c-Rr-RL=

La distancia para o = /2 es d2= L”/z -6370-1738= 375331 km| (obsérvese que se

1-0.05 cosm
trata de la longitud del parametro p menos los radios de los astros)
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Conicas en forma Polar

2.- Europa es el menor de los satélites galileanos de Japiter y tiene una Orbita eliptica con
el centro de Jupiter en uno de sus focos.

Esta Orbita tiene los siguientes datos: apoastro= 676938 km, periastro=664862 km.
Tomando como radio de Jupiter R= 71492 km

a) Hallar una ecuacion polar y la distancia de la superficie de Japiter a la superficie

Europa para o = n/2.

b) Hallar una ecuacion cartesiana de la drbita de Europa.

Solucion:
a) dap=676938km =a + ¢, dpe = 664862 km =a - c,
dap + dpe = 2a = 676938 + 664862 = 1341800, dap-dpe = 2¢ = 676938 — 664862=12076
Operando obtenemos ~ a = 670900 km, ¢ = 6038 km, b? = a?-¢? = 450070352556,
p= b?/a= 670845,6588-km, e =c/a =0,009

670845,6588 -
i 1 —0.09 cosa
La distancia de la superficie de Jupiter a la superficie Europa para o = nt/2 es:
670845,6588 -

— 71492 = 599353,6587 k
1— 0.09 cos/2 ’ i

(obsérvese que se trata de la longitud del pardmetro p menos el radio de Jupiter)

b) La ecuacion cartesiana de la Orbita de Europa con centro en el centro de la elipse y

direccion del eje de abscisas la del eje polar es

2 2 2 2
x y X y
—+==1= i =1
a2 = b2 450106810000 450070352556
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Conicas en forma Polar

3.- Los planetas describen orbitas elipticas con el Sol en uno de sus focos.

a) Hallar la ecuacién polar de la 6rbita de Marte sabiendo que tiene por excentricidad
e = 0,0934 y que el semieje mayor es a = 227,94 x 10° km.

b) Hallar la distancia més lejana de Marte al Sol (afelio) y la distancia para a. = ©/6.

c) Hallar una ecuacion cartesiana de la 6rbita.

Solucién:

a) Ecuacion polar de la 6rbita de Marte

2

r= P , CoN pzb—.
a

"~ 1-ecosa
b> a’-c¢® 515.03x10"

e="—c-e.a~21289x10° > p=— =

= =225.95%x10°
a a a 227.94x10° )

p _ 225.95x10°

r= =
1-ecosa 1-0.0934cosa

b) Distancia mas lejana al sol (afelio):

6
= 22595X10" et 10 km

T 1-0.0934c0s0

Distancia para o = % :

6
o 225.95x10° 245.84x10° km

1-0.0934 cosg

c) Ecuacidn cartesiana de la orbita:

2 2 2 2

X y

X y =l 7 %
519.57 x10 515.03x10

+ =
(227.94x10°)2 * (226.94x10°)°
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Conicas en forma Polar

4.- Los planetas describen drbitas elipticas con el Sol en uno de sus focos.

a) Hallar la ecuacion polar de la orbita de Jupiter sabiendo que tiene por excentricidad
e = 0,0483 y que el semieje mayor es a = 778,33 x 10° km.

b) Hallar la distancia mas cercana de Jupiter al Sol (perihelio) y la distancia para

o=-m/9.

c¢) Hallar una ecuacién cartesiana de la orbita.

Solucién:

a) Ecuacion polar de la orbita de Jupiter

2

r= P ,conp=—.
a

"~ 1-ecosa
e=£3C=e-az3.76x107:p:b_:a ¢ :604-38><106
a a a 778.33x10
_p _ 7.7651x10°
1-ecosa 1-0.0483cosa

= 7.7651x10°

r

b) Distancia mas cercana al sol (perihelio):
o 7.7651x10°
1-0.0483cosn

Distancia para o. = —g:

=|740.73x10° km

6
po [TOSLAOT fe1343,10° km

1—0.0483005(—3)

c) Ecuacidn cartesiana de la orbita:
2 2 2 2

X . y _ X y
(778.33x10°)%  (777.42x10°)>

+ =
605.80x10" 604.38x10"
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Conicas en forma Polar

5.- El 28 de noviembre de 1963, EE.UU. lanz6 el Explorer 18. Sus puntos mas alto y
mas bajo sobre la superficie de la Tierra fueron 119 millas y 122000 millas. El centro
de la Tierra es el foco de la Orbita. a) Hallar la ecuacion en polares de la 6rbita del
satélite.

b) Hallar la ecuacion polar de las directrices de la orbita.

c) Calcular la distancia entre la superficie de la Tierra y el satélite cuando o =60° .
(Suponer que el radio de la Tierra es 4000 millas y que el foco mencionado es el
izquierdo).

/

A

Solucién:
/.

Vs
N

a) Ecuacidn polar de la érbita del satélite:

2a=119+ 122000 + 2 4000 = 130119 = a = 65059.5 millas
c=a-119-4000=60940.5, e=c/a=0.94

2.2
o=b2a= @ =) _ 518994000/a = 7977.22
a

La ecuacion de la 6rbita es:

o p [z
" 1—ecoso.  |1-0.94cosa

b) La ecuacion polar de la directriz asociada al foco que coincide con el origen de la referencia

polar es:
2

dirl=x'=-d= —(a—— ) =—-8516.405346 = rcos o = —8516.405346
c

_ —8516.405346
CoSa

La ecuacion polar de la directriz asociada al foco que no coincide con el origen de la referencia
polar es:

2

dir2 = x'=c +a? —1.303974053x10° = rcoso, =1.303974053x10° =

~1.303974053%10°
Cos

c) Distancia entre la superficie de la Tierra y el satélite cuando o = 60°:
_OT122 4000 - [11051.36 millas

1-0.94 cos ™
3
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Conicas en forma Polar

6.- EI cometa Halley describe una orbita eliptica de excentricidad e ~ 0.97. la longitud del
eje mayor de la orbita es, aproximadamente, 36.18 unidades astronomicas (una u.a.,
distancia media entre la Tierra y el Sol, es » 93 millones de millas). a) Hallar una
ecuacion en polares para la orbita b) ¢Cuénto se acerca el cometa Halley al Sol? ¢y la
distancia mayor (afelio)? c) Si su periodo es de 76 afios ¢cuanto tiempo invierte desde el
perihelio (a=0 hasta o= =/2). d) Hallar la ecuacion polar de sus directrices.

Solucién:

a)
e=0.97= E, 2a =36.18 u.a. = a=18.09 u.a.
a
/m Tomamos una referencia polar de tipol y la ecuacion de la conica
4_\»\_/ seria de la forma:
d = P ed
< a% ’ 1—2e005a 1-ecosa
d=2 _¢;c=a.e=175473 > d=1.1022 =
C
. _ 1.0691
p=d.e=1.0691189. Luego, una ecuacion en polares para la orbitaes: [ = ————
1-0.97 cosa

b) La distancia minima entre el cometa Halley y el Sol es el valor de “r” minimo, que se
obtiene cuando el denominador 1—0.97 coso. es maximo, es decir, para cosa, = —1:

r= 1.0691 ~ 0.5427|u.a.
1+0.97
Distancia del Afelio (millas). o= 0
O 556367 w.d.
1-0.97 cos0

c¢) Aplicamos la segunda Ley de Kepler: Las areas barridas por los radio vectores son
proporcionales a los tiempos empleados en barrerlas.

Iznl 2ty — 2n1( 1.0691

2
r'do=| = —j da =249. 92
02 0 2\1-0.97 cosa

2
Iéirzda:jéi &j da=0.39
o 2 0 211-0.97 cosa

Luegot= 24;692 x0.39~ 0,12 afios .

d) La ecuacion polar de la directriz asociada al foco que coincide con el origen de la referencia
polar es:

2 —
dirl=x'= —d = (%~ — ) = ~1.1022 = rcosa = ~1.1022 = |r =~ 1022
¢ cosa

La ecuacion polar de la directriz asociada al foco que no coincide con el origen de la referencia
polar es:

2
dir2=x'=c+ a? — 3619678453 =  COs o = 36.19678453 = |r —36'1506878453
o
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Conicas en forma Polar

2 2

7.- Dada la ecuacion de la hipérbola :—6—%=1 , hallar la ecuacion polar de su rama
derecha suponiendo que la direccion del eje polar coincide con la direccidn positiva del
eje de abscisas y que el polo esta:

a) en el foco derecho de la hipérbola.

b) en el foco izquierdo de la hipérbola.
En el caso a), hallar la ecuacion polar de sus directrices y asintotas.

Solucién:
X2 y2
1_6_?:12324'b:3 =c?’=a’+b?=16+9=25 =c=5.
Por tanto e—g—E b9 d—i—g
TRy PR Ty T Ty
a)
. . . 9 16
1s / : La directriz es la recta x=c—d=5—g=€.
9 La ecuacidn, en este caso, es: =P
. 1-ecosa
I F . 9
/ i I A __ 9
\\+ 1—54 cosa.  4—5 cosa
s | P
b)
‘ N a’ 16
La directriz es la recta x:—c+d:—T=—E :
La ecuacion que se debe emplear ahora es:
2 2 p | a9
j/‘ * _1—ecosa_1—%003a 4-5cosa|’

Directrices en el caso a):

: . a® 9 9 9
dir=x=—-(cC——)=—-—==rcosa=——=|l=
C 5 5

" 5cosa
N a’ 41 41 41
dir=x=—(c+—)=——=rcosa=——==—
c 5 5 5c0sa

Asintotas en el caso a):
Son rectas que pasan por O(0,0) en la referencia x y o bien O(-c, 0) = (-5, 0) en la X'y, y tienen

de pendiente £ 2 i%, luego su ecuacion es: y—0 = i%(x‘+5).
a

Pasando a polares:

15/4 —-15/4
rsena:i%(rcosa+5): r=———| r=—————

3 3
sena. — Zc050c seno + ZCOS a

U. D. de Matematicas de la ETSITGC 13
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Conicas en forma Polar

8.- Dada la parabola de ecuacion y? = 6 x, hallar su ecuaciéon polar suponiendo que la

direccion del eje polar coincide con la direccion positiva del eje de abscisas y que el polo
esta en el foco de la parabola.

Solucién:

.
/ ' y?=6x=2px=>p=3;e=1

La ecuacion adecuada es:
F : — p 3
g 10 * = =

" 1-ecosa |1— cosal’
___5\

=

U. D. de Matematicas de la ETSITGC 14




e Conicas en forma Polar

- L 21 . . ..
9.- Verificar que la ecuacion r = E p— determina una elipse y hallar los semiejes y
— (04

las ecuaciones polares de sus directrices.

Solucion:
21 2% 21 2
r = = f— p =—,6=—
5-2coso. 1- 2/ cosa 5 5

5
Por ser e < 1, se trata efectivamente de una elipse; y, por la forma de la ecuacion, un foco esta
en el polo, la directriz no corta al eje polar y la conica y el foco estan en el mismo semiplano

respecto de la directriz.

d y| Yk > —de>d="=22=""
g P— a’lc P 25 2
\ / X 1-¢ ’ V1-¢? .
~ | c’=a’-b*=25-21=4=c=2.
dq N > d,
c
La directriz di tiene de ecuacién:
< 21 21 21
X=—O0=——=r cosa=——=d,=r=—
2 2 2 coso
La otra directriz d2 tiene de ecuacion:
. a’ 25 29 29 29
X=C+—=24+—=—=rcosa=—=|d, ==
C 2 2 2 2 cosal
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Conicas en forma Polar

- - 16 . .
10.- Verificar que la ecuacion r = 3% cose determina la rama derecha de una hipérbola
— [0 ]

y hallar las ecuaciones polares de sus directrices y asintotas.

Solucion:
16 16, Lpl18 S
3-5coso.  1-5/3cosa. 3 3

Por ser e > 1, se trata de una rama de una hipérbola.
A la vista de la ecuacidn, la cénica y el foco estan del

Yooy
G : : mismo lado respecto de la directriz y el eje polar no
/ corta a dicha recta, luego, la situacion es la siguiente:

F . ~x* Asi pues, se trata de la rama derecha de una hipérbola.
: ' 16

5 10 * = E =—, a= 2 p = 3 , b = p

e e” -1 e? -1

c’=a’+b*=25=c=5.

=4.

-5

Las ecuaciones polares de las directrices se hallan de forma analoga a como se hizo en el
problema anterior, obteniéndose:

16 34
v Ay d,=r=- ,d, =r=— :
«—> q 5 Cosa 5 cosa
a2/c Las ecuaciones de las asintotas respecto al sistema de
F x  referencia x , y (de origen el centro de la cénica, y de
v L b
o X ejes los de la conica) son: y=+—xX.
a
d, d; X=x-5

Los nuevos ejes son ahora: { .
y=y
Respecto a estos nuevos ejes, las ecuaciones cartesianas de las asintotas son, por tanto:
. 4
y= ig(x +5) .
Por consiguiente, las ecuaciones polares de estas rectas son:
4 : : :
rsena, = J_rg(r cosa. —5) ; es decir, operando para cada uno de los signos se obtiene:

_ 20 (= -20
3sena - 4 cosa

4 cosa + 3sena

U. D. de Matematicas de la ETSITGC 16
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Conicas en forma Polar

11.- Una elipse de excentricidad e =% tiene un foco F en el origen (polo) y su directriz

correspondiente tiene de ecuacion polar r cosa = 8. Sabiendo que el eje polar es OX*, se
pide:

a) Hallar las coordenadas del otro foco F’.

b) La ecuacidn polar de la elipse

c) Dibujar la elipse

Solucién:
Yi v  De laecuacion de la directriz:
— ] ac 8 .
r= < X=8
ﬁ— = \ X cosa
/ x Se deduce que la directriz esta a la derecha del
. C foco F (polo); por tanto, el eje polar corta a la
dir dir directriz y la conica y el foco estan en el mismo
semiplano (izquierdo) respecto de la misma.
Debe usarse una ecuacion del tipo 3: r= N
1+ecosa
a) Las coordenadas polares del otro foco seran: F(r = 2c, o = «). Hallemos c:
1 a’ 16¢° 8
e=—=£:a=4c,luego 8=—-c= —-c=15c=>c=—.
a C C 15
Por tanto: F (fr = 2E :E , OL=T0).
15 15

2 q2_¢?  (4c)’ -c?
a a 4c 415 1+ ecosa

1+ECOSOL

c)

/]
N

N

U. D. de Matematicas de la ETSITGC 17
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Conicas en forma Polar

12.- La Luna describe una oOrbita eliptica alrededor de la Tierra tal que el centro de la
Tierra es uno de sus focos. La longitud del eje mayor de dicha 6rbita es 768.806 km y la
del menor 767.746 km. Se pide:

a) Hallar su excentricidad y las distancias del centro de la Tierra al perigeo y al apogeo.
b) Suponiendo que el centro de la Tierra se encuentra en el foco derecho de la elipse y el
eje polar es la semirrecta con origen en dicho foco y direccion opuesta al otro foco, hallar
la ecuacion polar de la 6rbita y de sus directrices.

Solucién:

a) Por ser una orbita eliptica la excentricidad es e = E, los datos nos dicen que 2a=768806 km,
a

2b=767746 km, luego a=384403 km, b=383873 km, en consecuencia,
c=+a”—b* =20178,857 km. Por lo tanto:

e=0,052; perigeo=a-c=364224,1427 km; apogeo=a+c=404581,8572 km.

b)

/_\\ La ecuacion polar de la elipse correspondiente al sistema
p b®
-/
d

v

K' de referencia descrito es r = donde p=—
a

1+ecosa
a2
-|—+c
c

_383343,7307
1+0,052cosa
Las ecuaciones de las directrices en el sistema cartesiano asociado al polar dado son:
d p/e 7302617,699
x=-d =rcose=d = |r = = =
COSa  Cosa cosa

=383343,7307, luego |r

2 2
x=— (a— " c] —>rcosa= - (a— " cj = 7342075414 = |r = 1092012414
¢ c cosa
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Conicas en forma Polar
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13.-Los planetas describen drbitas elipticas con el sol en uno de sus focos.

a) Hallar la ecuacion polar de la érbita de Saturno sabiendo que el semieje mayor de la
érbita es a = 1.427 x10° millas y la excentricidad es e = 0.0543.

b) Hallar la distancia mas cercana de Saturno al Sol (perihelio) y la distancia para a =

/4.

¢) Hallar una ecuacion cartesiana de la orbita.

Solucién:

a) Ecuacion polar de la 6rbita de Saturno
b2

r=— P ,con p=—.

l-ecosa a

b> a’-c’ 2.03x10"

e=S=c=e-a~0.077x10° = p=—= = _=1.423%10°
a a a  1427x10

N T 1.423x10’
l-ecosa 1-0.0543cosc

b) Distancia mas cercana al sol (perihelio):

1.423%x10°

= =1.3495x10° millas
1-0.0543 cos(7)

. . T
Distancia para o = Z:

9
po_ 1423x10°0 66 10°] millas

1-0.0543 cos[jj

¢) Ecuacion cartesiana de la orbita:

2 2

X + y =l< X + y
(1.427x10%)° (1.425><109)2_ 2.036x10"  2.030x10"
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e Conicas en forma Polar

9

14.-El asteroide Apolo describe una 6rbita aproximada de r=———  alrededor

9+5cosa
del sol. Se pide:
a) La excentricidad.
b) La distancia para a = w/4.
c) Hallar una ecuacién cartesiana de la 6rbita.

d) Sabiendo que tarda 79 dias en desplazarse desde « =—% hasta a=%, calcular el

periodo del asteroide.

Solucion:
a) Excentricidad

. 9 3 1 _p e=§
9+5c0800 1, 9., ltecoso 9
b) Distancia
9 9 9 162 — 4542
"~ 9+5cosa N L
+ocosa 9+5005[nj 9+572
4 2
c)
2 2 2
r:L,con p:b—:é1 ¢ =1.
l+ecosa a a
5 2
a’—| =-a
c 2 at-c (9 j 81
a 9 a a 56

56 56 56

Ecuacién cartesiana de la drbita:

XZ y2 _ X2 y2 B
2 pr 1 ese BT
3136 56

1 02 5 1 = 9 ? 2
d) A == "rda==[%| ————| da~0.904292 u
[f?ﬂ 29w 275\ 9+5 cosa

Areadelaelipse=n ab :M ~5.465065 u’
568

79 — 0.904292

X T 5.465065

X = {477.4344 dias
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2 2
15.- a) Hallar la ecuacién polar de la rama izquierda de la hipérbola X—z—é =1 que tiene
a

de excentricidad e = 2 y una de sus directrices es la recta x = 1, tomando el polo en su foco
izquierdo y la direccién del eje polar la de OX™.
2 y2

b) Hallar la ecuacion polar de la rama derecha de la hipérbola X—Z Y =1 que
a

tiene de excentricidad e = 2 y una de sus directrices es la recta x = 1, tomando el polo en

su foco izquierdo y la direccion del eje polar la de OX™.

c¢) Halla la ecuacidn polar de sus asintotas.

Solucién:
c c
e:2:—:>a:— 2 2
az 2 :>1:C—1:>c=4:>a:2; b’=c’-a’=12= pzb—:6
a 4c a
X=1=—
c

. . 6
a) Se trata de una ecuacion polar de tipo 3, luego: |r = P = :
l+ecosa  1+2cosa

- . = -6
b) Se trata de una ecuacion polar de tipo 4, luego: |r = P _ )
l1-ecosa 1-2cosa

c) Las asintotas son rectas que pasan por el punto (x’, y’) =(c, 0) y tienen de pendiente

+—=+./3, siendo X, y’ el sistema de referencia cartesiano con origen en el foco izquierdo
a

de la conica. Su ecuacion es:

43

sena /3 cosa

y'-0=2V3(x'~4) < rsena = £/3(rcosa —4) < |r
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Conicas en forma Polar

2

16.- Dada la elipse de ecuacion X—+
25 16

1, hallar su ecuacién polar suponiendo que la

direccion del eje polar coincide con la direccidn positiva del eje de abscisas y que el polo

esta:
a) En el foco derecho de la elipse.
b) En el foco izquierdo de la elipse.
Solucion:
X2 y2
RO S _ - 2 _ a2 QK2 _ _16 — _
25+16—1:a—5,b 4=c"°=a"-b"=25-16=9=c=3.
Por tanto e—E—§ -b—2—1—6 —E—l—G
a5 P e T R
a)
| y=p5/3 La directriz es la recta:
l E x—d+c—E+3—§
K\\ TUTET 3T g
: F Por las condiciones del problema, la ecuacion a
(0,0) ! y 5 16
| empl D r= P = A
. plear es: r—1 o cosq ~1.3 <
+ o 1+£ cosa
e 16
5+3 coso. |

b)

i

U. D. de Matematicas de la ETSITGC

La directriz es la recta:

X=-0-c= 1 3= =
B -3 -3
En este caso, la ecuacion adecuada es:
16
l1-ecoso. 1-— 35 cosa. |5—3 cosa
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Conicas en forma Polar

17.- Verificar que la ecuacion r = __ 44 determina una elipse y hallar sus semiejes.
13-5 cosa

Solucion:
My Lo M4 5

13-5coso. 1 513 cosa. 1+ecosa 13 ' 13
Al ser e < 1, se trata de una elipse.

p b> a*-c* 144

r=————,conp=—-= ==

1+ecosa a a 13

5 2
2 2 2 a’—| —-a

c 5 5 b a‘-c 13 144
e=—=—=C=—-a=>p=—= = = =la=13

a 13 13 a 13

a a
b? =a?—c? =13 —5? =122 = |b =12

O bien, sus semiejes son:

144
P 45 169

a=——= =——=13
_ 25
1-e?  1_ 49 13
144
144

V1- ez 1%3 12
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Conicas en forma Polar

18.- Verificar que la ecuacion r =

y hallar sus semiejes.

4 -5 cosa

determina la rama derecha de una hipérbola

Solucion:
18

5,

% 9 5

r= = =
4 -5 coso, 1—% cosaL 1—54 cosaL

=p=

Por ser e > 1, se trata de la rama de una hipérbola.

A la vista de la ecuacion dada, es|una cénica tal que]
ella y el foco se encuentran en el mismo semiplano
» [respecto de la directriz, y el eje polar no corta g

dicha directriz| se trata por tanto, de la rama derecha
de la hipérbola.

i F
(0,0)E
d_g_i_ls
=—=%7= ,
e 4 5
p 2 o2 _g2
r= conp=—=
l1+ecosa a
5 5 2 ¢t
e=—=—=C=—-a=>p=—-=
a 4 4

b2 =c?—a’=10>-8 = 6% = [b = 6]

P

R N

9
% 1,

O bien, los semiejes son: a = o1

U. D. de Matematicas de la ETSITGC
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Conicas en forma Polar

P
1-cosa.
a) cuyos radios polares sean minimos.

b) cuyos radios polares sean iguales al parametro de la parabola.

19.- Hallar en la parabola r = los puntos:

Solucién

p
1-cosa

a)r= sera minimo cuando 1-coso. sea maximo, es decir, para coso. = —1,

y, por tanto, para a. = 7 . Para este angulo, es r :g :

Asi pues, el punto pedido es : (gnj .

b) Ha de ser: r= P__ p =1-cosa=1=cosa=0=
1-cosa T

Por tanto, los puntos buscados son (pgj y [ —%j .
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Conicas en forma Polar

2 2

20.- Dada la hipérbola de ecuacion X—z—g—z =1, hallar su ecuacion polar, suponiendo que
a

la direccion del eje polar coincide con la direccion positiva del eje de abscisas y que el
polo esta en el centro de la hipérbola.

Solucion
Sea P un punto genérico de la hipérbola, P =(r,a) en
coordenadas polares, o bien P =(rcosa,rsena) en
cartesianas.

E_X, Aplicando la definicién de conica, ha de ser:

. J(rcoso—c)? +r?sen? o

rcosa—i
c

Vamos a operar en esta expresion con el fin de simplificarla:
2

a
[e(r cosa—?)]2 =(rcosa—c)’ +r’sen‘a .

Efectuando los cuadrados, sustituyendo e por c/a y agrupando, se obtiene:
, a*(c*-a’) a’b? ) b? b?
r=—=—= 2 2.2 ol =7 5 :_1 2 .2
c°cos“a—a” c cos‘a-—a CAzCOS o—1 —e“cos” a

La ecuacidn polar de la hipérbola es, por tanto:
b2
2
Fr=-r——_" |
1-e“cos’a
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Conicas en forma Polar

2 2
. X ., .
21.- Dada la elipse de ecuacion —2+§= 1, hallar su ecuacioén polar, suponiendo que la
a

direccion del eje polar coincide con la direccion positiva del eje de abscisas y que el polo
esta en el centro de la elipse.

Solucion:
Y i Vv R
— 1 a%c Sea P un punto genérico de la elipse, P =(r,a)
ﬁ— = \ « en coordenadas polares, o bien
- P =(rcosa,rsena) en cartesianas.
k :/ X
— | dir Aplicando la definicidn de conica, ha de ser:
dir’
o \/(rCOS(x—C)Z +risen’a
a’ '
rcoso——
C

Vamos a operar en esta expresion con el fin de simplificarla:

2
a
[e(r COS(X—F)]Z =(rcosa.—c)’ +r’sena..

Efectuando los cuadrados, sustituyendo e por c/a y agrupando, se obtiene:
,  a‘(ct-a’) = -a’h’ ) —b? b?

r’ = = orf= = :
2 2 2 2 2 2 2 2 2
c’cos’a—a® c’cos’a—a CAZCOSZOL—l 1-e’cos’ a

La ecuacién polar de la elipse es, por tanto:
,_ b
1-e*cos® o |

r
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Conicas en forma Polar

22.- Dada la parabola de ecuacion y* = 2px , hallar su ecuacion polar, suponiendo que la

direccion del eje polar coincide con la direccion positiva del eje de abscisas y que el polo
esta en el vértice de la parabola.

Solucién:

Sea P un punto genérico de la parabola, P =(r,o) en coordenadas polares, o bien
P=(rcosa,rsena) en cartesianas.

Aplicando la definicion de conica, ha de ser:

2
\/(rcow—gj +r¥sen’a

I’COSOL+B

Vamos a operar en esta expresion con el fin de simplificarla:
2 2
[rCOSQ—gj +risen’a = (r003a+gj :

Efectuando los cuadrados, se obtiene:
2rcosa =r2sen’a

La ecuacion polar de la parabola es, por tanto:

r_2pc05a
sen’o |
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Conicas en forma Polar

23.- Hallar la ecuacidn en polares de la circunferencia de radio “a” y centro en el punto C
de coordenadas polares C = (b, 6), suponiendo “b” positivo. (Cdmo queda la ecuacién si
la circunferencia pasa por el origen? ¢Y si ademas el centro esta sobre el eje de abscisas?
¢y sobre el de ordenadas?

Solucion
A P A P
a A
C | P
a
,

b 2 A r

a

6 a
Figura 1 Figura 2

Sea P = (r,a) un punto cualquiera de la circunferencia, como se muestra en la figura 1.
Aplicando la férmula del coseno al triangulo OPC, se obtiene:

a®=r>+b*-2br cos (a—0)=>r’—-2br cos (a—-0)+b’-a’=0=

2b cos (oc—e)J_r\/4bzcos2 (a—e)—4(b2—a2)
- 2

r

r=b cos (oc—e)i\/bzcos2 (a—6)+(a2—b2)

Para circunferencias que pasan por el origen, es a = b y la ecuacion puede escribirse como

r=2acos(a—9)

En particular, cuando 6= 0 (centro sobre el eje de abscisas), queda:

I =2acosa

Cuando 6 = g (centro sobre el eje de ordenadas), al ser cos [oc g} =sena, queda:

r =2asena

En este caso el triangulo OAP de la figura 2 nos proporciona un método geométrico mas
directo de obtener la ecuacion anterior, ya que r es aqui el cateto opuesto al angulo agudo o..
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24.- Los planetas describen orbitas elipticas con el Sol en uno de sus focos, como muestra
la figura

<\\\j\

a) Hallar la ecuacion polar de Venus siendo a =6,693-x 10’ millas; e = 0,0068.
b) Hallar la distancia al Sol para el afelio y para o = 10m/9.

c) Hallar las areas barridas por un rayo trazado desde el Sol hasta el planeta mientras a
crece desde 0 hasta n/9 y desde a= & hasta w+m/9.

d) Aplicar la segunda Ley de Kepler para estimar, respectivamente, el tiempo que Venus
tarda en recorrer los dos arcos anteriores (periodo de traslacién ~ 225 dias)

Solucién:

a)
b
1-ecosa
teniendo en cuenta que:
b*> a’-c’ c?
=—= = a[l——zj =a(1-e*)=6,693 10" (10,0068 ) ~ 6,692690515-10’
a a a

3 6,692600515-10’
1-0,0068cosa

b) Distancia del Afelio (millas). a= 0

(o =0) = 6,692600515-10’ N
1-0,0068cos0

6,738512396- 107

Distancia al Sol del punto o=107n/9 (en millas)

6,692600515-10"

r(a=10m/9) = 10
1-0, OO6800$(9ﬂJ

~ 6.650196357-10|

¢) Areas barridas (en millas al cuadrado)

x 107\
% ! e — % j09(6i6902%%%5815 10 j da ~[7.922922816-10"
o ) cos o
L 107 Y
% ¢ 2o % I 9[6i6902%%%5;;’)510 j da. ~[7.714554982-104
oy n -V, (00
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s Conicas en forma Polar
d) El area total barrida en cada periodo de traslacion (225 dias) es el area de la elipse:

1o, 1 r2x( 6,692600515-10’
—| rida :—J.
27%u 270 { 1-0,0068cosa

Como el planeta tarda tiempos iguales en barrer areas iguales, mediante una simple regla de
tres obtenemos el tiempo en dias

2
J do ~ 1.407283128-10%

14
7.922922816-10" . ooamots

1407283128-10"

14
7.714554982-10 . (o aaisosas

1407283128-10%

El area barrida desde 0=0 hasta a=n/9 es mayor que el area barrida desde a=n hasta o= n+n/9,
sin embargo, los arcos de elipse son iguales por tratarse de arcos simétricos, el primero
comienza en el afelio y el segundo en el perihelio, luego Venus va a mayor velocidad en el

perihelio, como prueba el que Venus tarde menor tiempo en recorrer el segundo arco.
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2

25.- Dada la hipérbola de ecuacion X
169 100

2

y

1 hallar la ecuacion polar de su rama

derecha suponiendo que la direccién del eje polar coincide con la direccién positiva del

eje de abscisas y que el polo esta:
i) en el foco izquierdo de la hipérbola.
ii) en el centro de la hipérbola.

En el caso i), hallar la ecuacién polar de sus directrices y asintotas.

Solucion:
y' ¥
i)a’=169=>a=13
b?=100=b =10
Fr X c’=a’+hb?=269=
* C =4/269
LS L
a 13 N
dirz dirl :Ezmca504
13
100
. R 1 . —100
1-ecoso. ./ T 1a_
o« 269 cosa 13—-+/269 cos o
13
Ecuacion polar de las directrices:
2
dir, =x'= C+a_: 269 + 169 o1 COSOL= 438/269 Ll 438269
c \/269 269 269 cosa
- ’ J 1004/2
dir, EX'=C—a—=\/269—ﬂ<:>r COSOL:M:> r:M
c \/269 269 269 cosa

Ecuacion polar de las asintotas:

Son rectas que, en el sistema de referencia x’ y’, pasan por el punto (c, 0) y tienen de pendiente

+—; por tanto, tienen de ecuacion:
a

y'= J_rg(x'—c) oy'= i%(x'—«/%g)@ rsena = ig(r cosa —«/269)

despejando r se obtiene ya la ecuacion polar:

10
F-——4/269
13

_10
seno. ¥~ cosa
13

=

i)
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Conicas en forma Polar

P (r, ) € hipérbola < L=e
dist(P, dir)
Por el teorema del coseno en el triangulo OPF, se verifica:
p /
¥ Dy ]
.
0| . x F
M X
dir
p . . .
PF =r?+c” —2rccosa
- _ 2
dist(P,dir) = PD =OM- 2 =
C
a2
r coso - —
C
Y 2, a2
Por tanto, L —es \/r e 2r020050c = E.
dist(P, dir) a a
r cosa. -
C

Elevando al cuadrado en la expresion anterior y operando se obtiene:

c’r? cos’a +a’ =a’r? +a’c? & rz(a2 —c? cosza) —a‘-a%’=a? (a2 —cz):

22 2 2
I I A
a’—c’ cos‘a c ) 1-e’cos’a
1—¥ COS“«x
) 100 16900
- - 2
1-269 2, 169-269cos’c
169
2° método

Efectuando el cambio a polares en la propia ecuacion cartesiana de la hipérbola pues ahora
coincide el polo con el origen del sistema de referencia cartesiano:

2 2

x>y r’cos’a  r’sen’a 100r?cos’c —169r%sen’a
—-——=1lc - =l =le
169 100 169 100 16900
r?(L00cos?a — 169sena) = 16900 < r? = 16900 _
100cos“a —169sen‘a

16900 16900

100cos’o —169(1-cos’0r) 169 — 269cos’a
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Conicas en forma Polar

26.- a) Hallar la ecuacion polar de la érbita eliptica que describe el planeta Tierra
alrededor del sol, sabiendo que: a =92, 957 x 10° millas; e =0,0167.
b) Hallar la ecuacién polar de sus directrices.

c¢) Hallar las distancias del afelio (punto mas alejado) y perihelio (punto mas cercano).

Solucién:

a) Ecuacion polar de la érbita de la Tierra:

e=cla, luegoc=a.e=1.5523819-x 106 millas;

Conociendo a 'y ¢, se obtiene b con la formula b® =a® —c? y finalmente se calcula el
2

parametro de la conica: p = b—: 9.293107522-x 107 millas.
a

La ecuacion de la 6rbita es:

__p_|0293107522:x10"
" 1-ecoso. | 1-0.0167 cosa

b) La ecuacion polar de la directriz asociada al foco que coincide con el origen de la referencia

polar es:
2

dirl=x'= —d = —(""T () = -5.564735043x10° = rcos o = —5.564735043x10° =

_ 5.564735043x10°
cosa

La ecuacion polar de la directriz asociada al foco que no coincide con el origen de la referencia

polar es:

2

dir2=x'=c +a? =5.567839807 x10° = rcosa = 5.567839807 x10° =

. 5.567839807 x10°
cosa

¢) Distancia del Perihelio (millas). a=n

9.293107522-x10’
1-0.0167 cosr

= [9.140461809-107

Distancia del Afelio (millas). o= 0

9.293107522-x10’
1-0.0167 cosO

= [9.45093819-107
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Conicas en forma Polar

27.- a) Hallar una ecuacion polar de la érbita de Urano sabiendo que:
a=287.1x10"km; e=0.0461.
b) Calcular la distancia al Sol para el afelio y para a = n/6.

Solucién:

a) Suponiendo el origen de la referencia polar en el foco izquierdo y el eje polar en OX*, la

ecuacion es de la forma r=—FP . Por otro lado, e:£:>c:ae, luego
l-ecosa a
2 a2_¢? a’—(ae) a’(1-¢’ . .
pzb—: a’—c’ _a'-(ae) _ ( )za(l—ez) , en consecuencia la ecuacién toma
a a a a
a(l-e? 10°
laforma r = ( ) , sustituyendo se obtiene |r = 2.86489852210 .
1-ecosa 1-0,0461cosa

b) La distancia para el afelio se obtiene para oo =0=> r (0) = [3.003353099--10° km| y la
distancia para para o. = ©/6 = r (n/6) = [2.984032346-10° k.
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Conicas en forma Polar

28.- Se conoce la excentricidad de la 6rbita de un cometa e = 0.54769 asi como la
distancia del cometa al sol en el perihelio g = 1.874519 UA.
a) Hallar una ecuacion en polares de la 6rbita del cometa.

b) Para dicha ecuacion, hallar de manera aproximada la distancia del cometa al

sol cuando a = w/4.
c) Hallar también una ecuacion en cartesianas de la érbita.

Solucién:
a) e=c/a=0.54769 = c=0.54769 a

a=q+c= 1874519 + 054769 a = a(1—0.54769) = 1.874519 = a = —0 210 __
1-0.54769

4.144323583

2

c=0.54769 a = 2.269804583 = b?=a?- ¢®> = 12.02340511=>p :b— =2.901174309
a

Luego, una ecuacion en coordenadas polares de la érbita del cometa es:

. p | 2901174309
l-ecosa [1-0.54769cosa

b) r= 2901174309 =14.734874194 UA|

1-0.54769 cos%

2 2

X + y =1
17.17541796 12.02340511

o
N
m|><

N N
+
U|‘<

N N

=l
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Conicas en forma Polar

29.- Se conoce la medida del semieje mayor de la 6rbita de un cometa a = 4.14432358 UA,
asi como la distancia del cometa al sol en el perihelio q = 1.874519 UA.

a) Hallar la excentricidad de la 6rbita del cometa.

b) Hallar una ecuacién en polares de la érbita del cometa.

c) Para dicha ecuacidn, hallar de manera aproximada la distancia del cometa al sol
cuando a = w/2.

d) Calcular la distancia del cometa al sol en el afelio.

e) Hallar también una ecuacion en cartesianas de la 6rbita

Solucién:

a) c=a-—(q=2.269804579,e=c/a=10.5476899993

2

b) b?=a?-c?=12.02340510=p = b 2.901174309
a

Luego, una ecuacién en coordenadas polares de la érbita del cometa es:

[ p B 2.901174309
1-ecosa |1-0.5476899993cos a

c)
r= 2901174309 = [2.901174309 UA|
1—0.5476899993005%
d)
r= 2901174309 = [6.414128152 UA|
1—0.5476899993cos 0
€)
2 2 2 2
X—2 + y—z =le X + y =1
a’ b 17.17541793  12.02340510
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Conicas en forma Polar
Ejercicios propuestos

1) Determinar las conicas que se dan en coordenadas polares mediante las ecuaciones
siguientes:

a) r=1; b) r=1 0 c) r=L
1- ~cosa —cosa 1- " cosa
d) __ 12 e) e f) o1
2—Ccosa 3—-4cosa 3-3cosa
Solucion:

a) Elipse b) Parabola c) Una rama de una hipérbola d) Elipse €) Una rama de una
hipérbola f) Parabola.

2 2

., . X .,
2) Dada la ecuacidn de la hipérbola 25~ 1y4_4 =1, hallar la ecuacion polar de su rama
izquierda, suponiendo que la direccion del eje polar coincide con la direccion positiva del
eje de abscisas y que el polo esta:
a) en el foco izquierdo de la hipérbola;

b) en el foco derecho.

Solucion:
Do 14 oy ro_ 144
5+13cosa 5+13cosa
. 12 : .
3) Hallar en la elipse r=—————— los puntos cuyos radios polares son iguales a 6.
3—-+2cosa
Solucion:
T T
. 5) (6%
( 4 4
. 15 : .
4) Hallar en la hipérbolar = ———— los puntos cuyos radios polares son iguales a 3.
3—-4cosa
Solucion:
(3 23) (6 zﬁj
tl 3 1 1 3 .
5) Hallar en la parabola r = P los puntos:
1-cosa

a) cuyos radios polares sean minimos.
b) cuyos radios polares sean iguales al parametro de la parabola.
Solucion:

9 (2x)- 050} (o-3)
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Conica es el lugar geométrico de los puntos del plano cuyo cociente de distancias a un
punto fijo F (llamado foco) y a una recta fija (llamada directriz) es una cantidad
constante ¢ (llamada excentricidad). Ademas, la conica es una elipse si 0 < e < 1, una

parabolasie=1 yuna hipérbolasie> 1.

Ecuacion polar de una cénica (elipse, una rama de hipérbola 6 parabola)

2) Si, con el mismo sistema polar de
coordenadas que en el caso anterior, la
conica y el foco estan en distinto semiplano
respecto de la directriz, la ecuacién es
P —

1+e cosa

3) Si el polo sigue en el foco, pero, el eje polar
va hacia la directriz, y la conica y el foco estan
en el mismo semiplano respecto de la directriz,

la ecuacién es: r=—2
1+e cosa
4) Si, con el mismo sistema polar de

coordenadas que en el caso 3, la conica y el foco
estan en distinto semiplano respecto de la
., ___7b
ecuacion es r=———.
1—e cosa
(corresponde a una rama de la hipérbola)

directriz, la

U. D. de Matematicas de la ETSITGC

1) Si el polo se sitaa en el foco, el eje polar
es perpendicular y va en direccion opuesta a
la directriz (cuya distancia al foco es d), y
la conica estd en el mismo semiplano que el
foco respecto de la directriz, entonces la
ecuacion de la conica en coordenadas

p
polares es |[r=———
1—e cosa

, donde p es el

parametro focal, p = d e = (longitud de la
semicuerda focal).

(corresponde a una rama de la

hipérbola)
d ; 3
F 1 : F 2
— P d
Lo

|/

\




Focos

Focos de una seccidn conica son los puntos de contacto de su plano con las esferas
inscritas en el cono y tangentes a dicho plano (el de la seccion).

Relativo a una conica es cada uno de los puntos fijos que determinan la conica. Las
conicas con centro (elipse e hipérbola) tienen dos (a una distancia c del centro) y la
parabola uno.

Y d(P.F)+d(P.F" = 2a

d(F.FY=2¢

(P, Fy—d(P,F)|= 2a

% =-pf2 Plxy)

d(P,F)=d(P,directriz) _

Folium de Descartes
Hoja de Descartes (1638)
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Directriz

Directriz de una seccidn conica es la recta interseccion del plano de la conica con
el plano que contiene a la circunferencia de contacto (con el cono) correspondiente
a uno de los focos.

En una conica es la recta fija que la determina. Las conicas con centro (elipse e
hipérbola) tienen dos y la parabola una.
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Hipérbola

La diferencia de las distancias de un punto cualquiera de la hipérbola a los focos es igual a
2a.

2 2
-~ - , . X
Sea la hipérbola de ecuacion canonica —- — :)/—2 =1, entonces:
a
- c
e Excentricidad: e=—>1
a

o Vértices: A(a,0); A’(-a,0).

e Focos: F(c,0); F’(-c,0).

e Directrices: x=a’/c;x=-a’/c

e Ejes de simetria: x=0; y=0; eje focal: y=0

e Centro: O(0,0) punto de interseccién de los ejes de simetria
e Distancia focal: d(F,F’)=2c.

e Parametro focal: p=b’/a

e Hipérbola equiléatera: cuando a=b

-

., \ ) P/_. .
. [ ._
_'_'_'_r‘_,_,_.--—'_'_'- T‘T’\ =
F' (~c,p) @ . Flc,0]
A .
e ;

Directrices




Coordenadas polares

Sea O un punto fijo del plano, denominado “polo” y sea la semirrecta de origen O,
denominada “eje polar”. Entonces cualquier punto del plano P, queda determinado
por el par (1, 0) siendo r la distancia euclidea del punto P al polo (r>0) y 0 el
argumento, el angulo formado por el eje polar y el segmento OP en el sentido

X =1rcos0

ositivo (contrario a las agujas del reloj).
p ( guj ) {y _ rseng

A

P (x,y)

0 Argumdlanto

! »

X Eje
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Asintotas de una funcion

Verticales: Six >a =y — .

lim f(x) =+ = x =a €s una asintota vertical
X—a

(So6lo puede haber asintotas verticales en los puntos que no pertenecen al dominio)

Horizontales: Six — c© =y —b.

lim f(x)=b= y=>b esuna asintota horizontal
X —>1o0

Oblicuas: y = mx + n es una asintota oblicua, siendo:
m = lim (@j, n= lim (f(x)—mx)
X —>F0o0 X X —>+o0
Nota: las asintotas nos informa de si la funcion esta o no acotada.

Asintotas de una hipérbola

Las asintotas de una hipérbola son rectas que pasan por el centro de la conica y
tienen de pendiente m, solucion de la ecuacion: a,, +2a,m+a,,m’ =0.
Este ultimo resultado se obtiene de aplicar que, en general, las asintotas oblicuas a

una curva de ecuacion y = f(x) tienen de pendiente lim 1)

X—>t00 X

Asintotas en una curva plana

En este parrafo, t, puede ser un nimero real 6 +o.
a)Si  lim x(t)=a, lim y(t)=+ow , entonces: la recta x = a es asintota vertical.
t—>t,

t—>t,
b) Si lim x(t) =0, lim y(t)=b , entonces: la recta y = b es asintota
t—>ty t—>t,
horizontal.
¢)Si  lim x(t)=4o0, lim y(t) =0
t—t, t—t,
. 0 , ) .
¢1) Si lim ﬂ:{ , la curva carece de asintota y se dice que tiene una
t>ty X(t) 400

rama parabolica.
¢;) Si lim ¥ _ m

t—t, X(t)
€21) lim (y(t)—m-x(t)) =+, entonces no hay asintota; tiene una rama
tot,

parabodlica.
C22) lim (y(t)-m-x(t))=b, entonces la recta y = mx + b es asintota

oblicua.
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Elipse

La suma de las distancias de un punto cualquiera de la elipse a los focos es igual al doble de

su semieje mayor.

2 2
i ., X

Sea la elipse de ecuacion reducida — + i;—z =1, entonces:
a

e Excentricidad: e :E <1
a

e Vértices: A(a,0); A"(-a,0); B(0,b); B"(0,-b).
e Semieje mayor: a; semieje menor: b.
e Focos: F(c,0); F’(-c,0).

2

) . a
e Directrices: X =+—
c

e Ejes de simetria: x=0; y=0; eje focal o eje mayor: y=0.

e Centro: O(0,0) punto de interseccion de los ejes de simetria.
e Distancia focal: d(F,F")=2c.

e Parametro focal: p=b’/a

directriz




Parabola

Parabola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un
punto fijo F, llamado foco, y una recta fija r, llamada directriz.

Sea la parabola de ecuacion reducida y? = 2px , entonces:

Foco: F (p/2,0).

Directriz: x= - p/2.

Eje de simetria: es la perpendicular del foco a la directriz y=0

Vértice: O(0,0) punto de interseccion de la curva con el eje de simetria.
Parametro: es la distancia del foco a la directriz p.

Excentricidad: e=1

i Y
direcitris

v/ .

==p/|2
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Semiejes
En una elipse son las distancias entre los vértices dividas por dos:

e Semieje mayor: a
e Semieje menor: b
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Excentricidad

Valor constante del cociente de la distancia de los puntos de la conica al focoy a la
directriz. En el caso de la elipse es menor que 1, igual a 1 para la parabola y
mayor que 1 en la

COoS C . . e . . .
e 0P _¢ ; siendo ¢ la semidistancia focal y a el semieje real
cosa a

ELIPSE PARABOLA

Directriz
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Eje

Eje es la recta del plano o del espacio que sirve de referencia a los puntos de ese
plano o de ese espacio 0 bien a una figura o a una transformacion.

La elipse y la hipérbola tienen dos ejes de simetria; la parabola solamente uno que
pasa por su veértice.

Eje de coordenadas: cada una de las rectas mediante las que se define un sistema
de coordenadas cartesianas en el plano o en el espacio.

Eje de abscisas: eje de coordenadas, generalmente horizontal, en un sistema de
coordenadas cartesianas del plano y que se denomina X.

Eje de ordenadas: eje de coordenadas, generalmente vertical, en un sistema de
coordenadas cartesianas del plano y que se denomina Y.

Eje focal: en una conica es el eje de simetria que contiene a los focos.
e Eje mayor en la elipse corresponde al eje focal
e Eje menor en la elipse corresponde al eje no focal
Eje polar en coordenadas cartesianas polares es la semirrecta que parte del polo.

Eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de los puntos del plano
que tienen la misma potencia respecto de las dos circunferencias.
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Apogeo vy Perigeo

Apogeo: punto mas alejado a 1a Tierra en la trayvectoria de un cuerpo en su
movimiento alrededor de ella.
Perigeo: punto mas proximo de la Tierra en la trayectoria de un cuerpo en su
movimiento alrededor de ella.

http://www2.topografia.upm.es/asignaturas/matematicas/primero/Apuntes/Vademecum/Apogeoyperigeo.JPG[13/02/2012 13:27:33]



Afelio ¥ Perihelio

Afelio: punto mas alejado del Sol en la trayectoria de un cuerpo en su
movimiento alrededor de él.

Perihelio: punto mas proximo al Sol en la trayvectoria de un cuerpo en su
movimiento alrededor de él.

http://www2.topografia.upm.es/asignaturas/matematicas/primero/Apuntes/Vademecum/AfelioyPerihelio.JPG[13/02/2012 13:30:12]



Centro

e Punto alrededor del cual la figura es simétrica (centro de la elipse o de la
hipérbola).

e Las transformaciones geométricas que tienen un Unico punto invariante se
denomina centro. Asi tenemos el centro del giro en el plano, el centro de
homotecia y el centro de semejanza cuando la razon es k= 1.

e Centro radical de tres circunferencias es un punto del plano que tienen la

misma potencia respecto de las tres circunferencias.
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