. ) o’ ]
et Funcion real de variable real
1.-Si f(x) =e™ y g(x) =cos(x’), hallar gof y fog.

Soluicion

2.- Hallar el dominio de las siguientes funciones:

rx+2-1 o f(x):\/x_l+\/ 2-x

a) f(x) =In(senx) b) f(x)=

:

x+1 V2 +X

X

Solucion

3.- Hallar la inversa de las siguientes funciones:
y=e” y=In(x*) y = In(In(x))
y =log,(x+3) y =In(x*)+Inx y=e> -7e™

Solicion

4.- Determinar cuales de las siguientes funciones son pares y cuales son impares:

242 b s =x2b ¢) h(x)=In>%
2% +1 3+x

]

a) f(x) =

d) k(x) = sen(x3)

e) p(x)=¢

Solucion
1+tg(§) six<0

5.- Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = cos(xz) si0<x <+n

nx six>\/;

p—

Solucion

6.- (Es inyectiva la funcion y = sen x? ;Como es que tiene funcion inversa, y =

Soluicion

7.- Hacer un esbozo de la grafica de las siguientes funciones:
a)y=e*b)y=—c"¢)y=e*d)y=Inx e) y=Inx+2 f) y=In(x+2)

@ y=l[xWy=[nx/ i) y=x"j) y=x" k) y=vx

Soluicion

8.- Hallar el periodo de las funciones dadas a continuacion:

a) y=cosx b) y=cos(3x) c) y:cos(ij d) y=tgx e) y=tg§

oluc

(TR
(o)
=317,

9.- Hallar los siguientes limites:

) 1
X2 1 x X Sen -
. et - . e* +senx ) X
a) lim b) hrnx— ¢) im—————=~
x-0] —cosx x-o e* 4 cos X x->0  senx

Soluicion

10.- Hallar las derivadas de las dos funciones siguientes:
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et Funcion real de variable real
(]

* 1
a) y=sen| arct b =cos| arct
)y ( g\/;J )y ( getzJ

Soluicion

(x —1)* cos’ ! six #1
11.- Se considera la funcion f(x) = x—1 . Se pide:

0 six=1

a)Hallar f '(1) y f " (1).
b) ;Existe un minimo relativo en x =1?

Solicion

12.- Hallar las derivadas terceras de las funciones:

Solucion

a) y _ b) y — earctgx
13.- Demostrar que el polinomio p(x)=x’+x’+x—1 tiene una tinica raiz real

" 1+cosx
Solucion

14.- Demostrar que la ecuacion ¢* = x +1 no tiene mas solucion real que x = 0.
. 1 1
15.- Demostrar que si x > 0, entonces, —— <In(x +1)—Inx < —.
x+1 X
16.- Hacer un estudio completo y representar graficamente la funcion:

f(x) =+/x’ +2 + X
Solucion

17.- La grafica de la funcion derivada de una funcién y = f(x) viene dada en la
figura:

positiva.

{-2

Estudiar el crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos, concavidad y
convexidad, puntos de inflexion y asintotas de la funcién f. ;Es f una funcion

acotada?
Solucion

sen(2x) se pide:

18.- Dada la funcion f(x) =
1+ senx

a. Dominio.
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Funcion real de variable real
b. Periodicidad.
c. Signo de f(x) en funcion de x.

d. Asintotas. -
Solucion

19.- Hallar el conjunto A de nimeros reales determinado por cada una de las
siguientes desigualdades e indicar en cada caso si se trata de un conjunto acotado.
Hallar, en los casos en que existan, el extremo superior, el extremo inferior, el
maximo y el minimo del conjunto A:

a) [x+2[<3 b)|1-4x|<% 0 (x+3)x-2)x-4)<0 d)[x+1<[3x-]|

Solucion

20.- Se consideran las funciones f(x) =x> y g(x)=e", hallar (gof)(x) y
(fog)(x)

Sollicion

21.- Calcular x en las siguientes ecuaciones:
a) ™ =2 b) In(x*)=-1 ¢) In(Inx) =2 d) e -4e" =3
e) e™?=3¢* f)log,(x+3)=5 g)Inx’+Inx=4

Sollicion

22.- Calcular los limites siguientes:

2 2 3 d)
. x>-4 - _x3-2
a) lim = b) lim X 2 glim 2L L 4-X
x>2x°+4 x->-5 X+5 x=3 x° -9 X_)23_m
2 f) ) 3
. +x-2 —
e) hn}% o 6 +2x+1 g) lim X4+3—X12 h) lim 22" 1
X—> _ _— X— *oo — X—>
(x=1) 20 5x2 —3x +4 X X"+
D iy lim——L K ) Jxi3-3
lim (x5 —7x4—2x+5) ) x>l 32139 lim (x—\/x2 —1) lim$
X—>-% X—>+0 x—0 X

Solucion

23.- Demostrar que f(x) =4x" +x —3 =0 tiene exactamente una solucion real.

ollicion

24.- Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a f(x)=x’-2x’+4 en

2.4). .
Sollicion

25.- Sea y=f(x) una funcion cuya grafica es la que aparece mas abajo:
Indicar si son verdaderas o
falsas cada una de las siguientes
afirmaciones:
a) fes continua en todo R.
b) fes derivable en todo R.
¢) ftiene un minimo relativo
enx=h.

D

<«
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Funcion real de variable real

d) festd acotada inferiormente.

e) ftiene maximos relativosen x=ay en x=d.

f) festa acotada superiormente.

g) ftiene puntos de inflexionenx=a,x=byx=d

h) f tiene una asintota vertical en x = ¢ y una asintota horizontal de ecuacion y
=0.

i) f’k)=0enx=ayenx=d.

Sollicion

., 2x+1six<-1 .
26.- Dada la funcién f(x) = _ . Se pide:
-x  si-1<x

a) Estudiar la continuidad. b) Hallar su funcién derivada. c¢) Representar

graficamente f(x). -
Solucion

% st x<2
27.- Representar la funcion f(x) = X _2

si x>2

x-2
JEsta f acotada en (— oo,O]? . Tiene maximo y minimo en ese intervalo?

Sollicion

28.- Construido un depoésito cubico para almacenamiento de cajas, se quiere
estimar con la mayor precision posible el volumen que puede contener. La medida
del lado L del cubo resulta ser 11.35 m con una cota de error estimado de 0.2 m.
a) Aplicar el concepto de diferencial para aproximar el error propagado
(porcentual) cometido al calcular el volumen V del deposito.
b) Estimar el maximo error en la medida de L, para que el error propagado al
calcular el volumen no supere el 3%.

Sollicion

29.- a) Enunciar el teorema del VALOR MEDIO o de Lagrange.
b) Un vehiculo circula a 90 km/h por el km 100 de una autopista, diez minutos
después en el km 125 su velocidad es de 100 km/h, donde le para la policia y le

multa. ;por qué? -
Solucion

30.- a) Enunciar el teorema de Rolle:
b) Razonar si puede aplicarse el teorema de Rolle a la funcién f (x) = In (x°) en

el intervalo [-1, 1]: oo
Solucion

31.- a) Hallar el conjunto A de numeros reales determinado por la siguiente
desigualdad: |1-3x|>2

(Es A un conjunto acotado?
b) Hallar el dominio de la funcién f(x) = In(cos x)

2% -1

X

e +1

Solucion

¢) Hallar la derivada de la funcion y =

U. D. de Matematicas de la ETSITGC 4



[ ]
)

Funcion real de variable real
32.- Hallar las derivadas primeras de las funciones:

a) f (x) = tg* (x%).
b) g (x)=In ( T—XJ

—X

Sollicion

33.- Calcular: lim (1 + lj

X—>00 X

Sollicion

34.- Se desea calcular el area A de un triangulo cuya altura mide el doble de la
base.
a) Si se obtiene un valor de 10.4 m al medir la longitud de la base b con un
error maximo de 5 cm, hallar el maximo error porcentual cometido en el
calculo del area del triangulo.
b) ;Cual ha de ser el maximo error porcentual permitido en la medida de
la longitud de la base para que el error cometido en el calculo del area no
supere los 0.3 m??

Sollicion

2
35.- Sean las funciones f (x) = arc tg (x), g (x) =, /ﬂ . Se pide:
1+ cos3x

a) (fog)(x).
b) f’(x)
©) g’(x).
d) (feg)' (x)

Sollicion

36.- a) Enunciar el teorema de Rolle.

b) La funcién f(x)=</x’ -1 se anula en los extremos del intervalo [-1,1]. Al
mismo tiempo es f'(x)= 0. Explicar por qué no se verifica la tesis del teorema en

este ejemplo. -
Solucion

37.- Sean las funciones f (x) = arc tg (x?), g (x)=In (\/; )
a) Hallar (gof)(x) y (fog)(x).
b) Hallar las derivadas f’(x) y g ’(x).

¢) Aplicando la regla de la cadena hallar la derivada ( gof )‘ (x)

SoE

38.- a) Enunciar el teorema de Lagrange o de los incrementos finitos.
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Funcion real de variable real

b) Aplicando el teorema anterior a la funcion f(x) = In x en un intervalo

1
adecuado, demostrar que 5 <Ilm2<1.

SolE

39.- Estudiar la continuidad de la funcion f(x) =

Solucion

) 4
-3senx s1x < _E

1/x

1+’

-

40.- Dada la funcién f(x)=1{ Asenx+B si —g <x< g elegir A y B para que f(x) sea

continua en todos los puntos.

SoE
Solucion

42.- Si f(x) =2", demostrar, a mano, que’

41.- ;Cual es mayor e" o ©¢?

f(x+3)

fx+3)-fx-1) = 2f(x) b
a) f(x+3)-f(x-1) ())(_1)

@@H@J@ﬂ@m

43.- Hallar, a mano, los intervalos determinados por las siguientes desigualdades.
2x +1

a)
x+3

Solucion
44.- Despejar, a mano, x en las siguientes ecuaciones:
a) e’ +12e™* =7 b) e *-7e* =8 ¢) e"™ =128

Sollicion

45.- Hallar a mano, indicando todos los pasos intermedios, las derivadas de las
funciones:

f(4)

<5

23
X

a) y=2tgx; b) y=tg2x; ¢) y=tg’x; d) y=tg(x?);

&) y=tg2%; f) y=In | -EX ;g)y=["“)"
-1+ tg X
Solucio lon}

46.- Demostrar que si 0 <a <b entonces LI L
a+ 1 b +1

Solucion

47.- Calcular a, b y ¢ para que la siguiente funcion sea continua:
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s Funcion real de variable real
( 0 sii x<0

2
X?+ a si 0<x<1

2
2x—%+b si 1<x<2

f(x)=1

{ C si 2<x

Soluicion

U. D. de Matematicas de la ETSITGC 7
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Funcion real de variable real

1.-Si f(x) =e™ y g(x) = cos(x”), hallar gof y fog.

Solucion:

gof(x)=g(f(x))= g(e“ ) = cos(e3X )2 = cos(eé") (gof)x)= cos(e“‘)
fog(x)=f(g(x))= f(cos xz) = 3o (fog)x)= JERNY

U. D. de Matematicas de la ETSITGC 8
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Funcion real de variable real
‘ 2.- Hallar el dominio de las siguientes funciones: |

+fx+2 -1 o f(x):\/x_l+\/\/2%

x+1

a) f(x) = In(senx) b) f(x) =

X|—X
Solucion:

a) f(x)=In(senx)

senx >0 < 0+ 2nk<x <n+2nk.keZ
(2km, (2k +1)n))

b) Por unaparte|x|—x >0<:>|x| >X <> x <0 yademas
x+22>1 x>-1 . .

& . Por tanto, la interseccion resulta
—-x-22>1 -3>x

x <-3U-1<x<0 6 bien en los intervalos (—o0,-3]U[-1,0).

|X+2|—120c>|x+2|21<:>{

¢) Analizando cada sumando:
x—1

120<:>(x—1)(x+1)20<:>x2—120<:>x221<:>|x|21 salvo x=-1 que anula el
X +

denominador.
2—-X

2+X

>0 2-x>20<22>x ynecesariamente 2+Xx >0<< x> -2.

La interseccion de las regiones anteriores da: (—2,—1) v, [1,2]
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Funcion real de variable real
‘ 3.- Hallar la inversa de las siguientes funciones:

y=e” y=In(x") y = In(In(x))
y =log,(x+3) y =In(x*)+Inx y=e>-7e™
Solucion:

Iny Inx

—e* = hy=3x=>x=—I2>=>y=—Q0
y y 3 y 3

y
y=In(x")=4lnx=y/d=lhx=>x=e* =>y=¢"";y="e

y=ln(lnx)=e¢’' =lhx=>x=¢" = y:e(ex)

y=log,(x+3)=2"=x+3=>x=2"-3=y=2"-3

y
y=In(x*)+Inx=3Inx=y/3=lnx=>x=¢’ = y=¢"";y=4e

y=e X -Te " oy =1-7¢" & ye™* +7e* —1=0;

llamando e* =z

—7+./49+ 4y

-7+49+4
<::>yzz+7z—1:O:Z:(—y}:eX =x=In
2y 2y
—7£/49 +4x
y=In———

2X
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Funcion real de variable real

4.- Determinar cuales de las siguientes funciones son pares y cuales son impares:
a) f(x) = 242 b) g(x) =x 2 _1 ¢) h(x)=1In 37X d) k(x)=sen(x’)
X

e) p(x)=¢”

Solucion:

-X —(-x) -X X
a) f(—x) =2 +_)2( __2 X+2 — _f(x) luego f(x) es IMPAR

27 —~1
2741

1-2F 2x 1
= =g(x) luego g(x) es PAR
=(-x )1+2x T = 2(x) luego g(x)

b) g(-x)=(-x)

0) h(—x)=ln3;(_x) _p X =—(—1n3+")=—1n(3”j_ =—1n3;X — _h(x)

—X 3—-x
luego h(x) es IMPAR
d) k(-x) =sen ((—x)3) = sen(—(x3 )) = —sen (x3) = —k(x), luego k(x) es IMPAR.

L1 |t =p(x) .
e) p(-x)=e " =—=# , luego p(x) no es par ni IMPAR.
e
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Funcion real de variable real

Solucion:

. X T
La tangente no existe para valores de 5 = 5 +km con k e Z y como x<0 resulta que:

x =—n—2kn con ke NU{0}.
Para los puntos frontera, tenemos que:

x—0"

En x=0: lim (1 +tg %) =1=cos(0°) = f(0) continua en x=0.

En x=r: li?jnx=1n\/—z0,57¢—1=cosn=f(\/E) discontinua en x =1

f es continua en todo R excepto en x =+/7 yen x =—(1+2k)n con ke NU {0}.

. . . y 75" .
. . . 15 . . .
. . . . 18 . . . .

S,

4n -3n -2n -n

L]
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Funcion real de variable real

6.- (Es inyectiva la funcion y = sen x? ;Como es que tiene funcion inversa, y =
arcsen x?

Solucion:

La funcion y = sen x no es inyectiva como funcién de R en [-1, 1], pero si lo es como

funcion de {—g+kn, g+kn} en [-1, 1], siendo k € Z .

o . T o
Su funcion inversa y = arc sen X, es una funcion de [-1, 1] en {— 5 +km, 5 + kn}, para

un valor entero concreto de k, generalmente, k = 0.
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Funcion real de variable real

7.- Hacer un esbozo de la grafica de las siguientes funciones:
a)y=e*b)y=—c"¢)y=e*d)y=Inx e) y=Inx+2 f) y=In(x+2)

@ y=hlx/hy=[nx/ i) y=x")) y=x" k) y=vx

Solucion

a) b) )]

,//3?=e”x | ;1\?:'&%: \\

d)
|y =In G=+2)
1 ‘ 1
g) i) +
. |z
-1
+ ¥ = abs(1n xJ F = KJXB
2 —:1 1
. 2 4
)] K)
. {2 .
{2
v =x"-3

1 1 y=x"(1/2)
\ 1 2
+
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Funcion real de variable real @

Solucion:

a)y=cosx, T=2n

f(x +T) = cos(3(x + T)) = cos(3x +3T) = 3T=2n>T=2"
- 3

b) f(x) = cos(3x) = {

cos(3x +2n)
) y=cos§,T=6n
dy=tgx, T==xn

e)y= tg%,T=5n.

f)y=cos’x, T=n
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Funcion real de variable real

9.- Hallar los siguientes limites:

2 . xzsen(l)
. — . + .
a) lim———— b) lim <oy i — X7
120 ] —cos X x> e* +CoSX =0 senx
Solucion:
) L= lim—" 1 —jim 2 im 28 F2X2XE 5 (1 Hopital)
x>0]—cosx x20senx x20 COS X
I+ SGI;IX
b) L =lim——5— = 1 (Por L'Hopital no se llega a ningin resultado; sale facilmente

X0 COS X
1+

X

e
dividiendo numerador y denominador por ¢*)

X “sen| — i
¢oL= lim——>2 =0 (pues lim =1 y limx sen(—j = 0; noétese que no puede
x—0 senx x—0 genx x—0 X

aplicarse L"Hopital ya que no existe el limite del cociente de las derivadas).
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Funcion real de variable real

10.- Hallar las derivadas de las dos funciones siguientes:

a) y =sen| arc tg ¢ b) —cos(arct ! j
i Y T ix?

Solucion:
a) Primeramente, simplificamos la expresion trigonométrica:

1 z
t =t =7 t = = = =
sen(arc gz) gX =7 sen(arc gz) Senx = ZCcos X Z/1+tgzx "
e /VX e

eX
y= sen[arc tg TJ =
X \/
1

1

e*Vx+e™ —ef —(1+2e™
" Jx+e* ( >_ e’ (2X—1)
y = 2x 312
X+e 2(X+e2x)
b) Simplificamos la expresion trigonométrica:
cos(arc tg z) = tgx = z=> cos(arc tg z) = cosx = SenX _ L1
z 1+tg°x 1422
1 1 e* +x°
y =cos| arc tg o = == =
(§] X 2
\/l+( Xl 2) \/(e +X)+1
e’ +x
2 X 2 X 2
(s 2x) [ ] 1 (e ) 208X - )
' o +x2 2 (e"+x2) +1
y = = =
\/(ex+x2)2+1 (ex+x2)2+1
e +2x

3
(e2X +2x%e* +x* +1)2

U. D. de Matematicas de la ETSITGC
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S Funcion real de variable real

1
~1)*cos’ — six#1
11.- Se considera la funcion f(x) = (x =) cos x—1 SEX . Se pide:

0 six=1

a) Hallar f'(1) y f'(1).
b) ;Existe un minimo relativo en x =1?

Solucion:
a) f '(1) = 0; en efecto, aplicando la definicion de derivada se tiene que:

1 1
~ (I+h —1)4 cosz( j h* cos? (j
£o(1) = tim ) Lth=1) o b o (3 =0

h—0 h h—0 h h—0 h h—0

La tltima igualdad se obtiene aplicando que h’ es un infinitésimo (tiende a 0) y
1 .
cos’ (Ej es una funcion acotada.

Para calcular f (1), aplicando también la definicion, se necesita calcular previamente f
(%) para x#1: f (%)

:4(x—1)3 coszL+(x—l)42cosX1_1£— ! }(—sen%j:

x—1 (X—l)z X —
=4(x—l)3 cosszL2(X—1)2 cosLsenL
x—1 x—1 x—1

Finalmente, f"(1) = 0. En efecto:

1 1
£'(1+h)—£'(1) 4(1+h_1)300521+ +2(1+h—1)2cos

sen -
f"(1)=lim — lim h-1 l1+h—-1  1+h-1

b0 h h—>0 h

4h° cos® l+ 2h® coslsenl 1 1 1
= lim h h B _jim| 4h? cos? —+2hcos—sen— |=0+0=0
h—0 h h h

h—0 h

Sin mas que aplicar nuevamente que el producto de un infinitésimo por una funcion
acotada es también un infinitésimo.

b) Si; de hecho, f presenta su minimo absoluto en x = 1, ya que f(l)zO y
f(x)>0, Vx=I.
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Funcion real de variable real

12.- Hallar las derivadas terceras de las funciones:
senx

a) y= b) y=e" "
1+ cosx
Solucion:
a)
. cosx(I+cosx)—senx(—senx) cosx+cos’Xx+sen’x  cosX+1 1|
y = 2 = 2 = 2= >
(1+cosx) (1+cosx) (I+cosx) |1+cosx
e —senx | senx |
(1+c0sx)2 (1+c0sx)2 ’
W senx _cosx(1+cosx)2—senx-2-(l+cosx)(—senx)_
(1+COSX)2 (1+cosx)4
B cosx (1+cosx)+2sen’x _cosx+cos’ x+2sen’x  cosx+cos’ X +sen’x +sen’x
- 3 - 3 - 3 -
(1+cosx) (1+cosx) (1+cosx)
_ 1+ cos X +sen’x
(1+cosx)3
arc tg x
b ': .
)y x2+1°
eal‘Cth 1 2 arctgx2
) 1+X2( + X )—e X earctgx(1_2x)
y' = 2 = )2 >
(l+x ) (1+x )
earctgx _ arctg x 2 2_ arc tg X _ 2
e (1o2x) [sz (1-2x)+e™ = ( 2)j(l+x ) —e e (1-2x)2(1+x7 ) 2x
y = 2 = 7 =
(1+X2) (1+X2)
e ((1-2x) +(=2) (14 %7 ) —4x (1-2x))  [e™ = (6x> ~6x 1)
B (1+x*) | (e
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Funcion real de variable real

13.- Demostrar que el polinomio p(x)=x’+x’+x—1 tiene una tinica raiz real
positiva.

Solucion:

p(0)=-1<0, p(1)=2> 0 = Existe una raiz en (0, 1) (teorema de Bolzano).

p‘(x): 3x* +2x +1; luego, si x>0, se verifica que p'(x)> 0 y p es estrictamente
creciente en (0, o ); luego no se anula mas veces en dicho intervalo.
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S Funcion real de variable real

14.- Demostrar que la ecuacion ¢* = x +1 no tiene mas solucion real que x = 0.

Solucion:

Sea f(x) =€ —x—1; £(0)=0; f'(x)=e* —1]~ 0 51X >0
ca = — —1: = : = —
MEe TR > FRIES <0six<0

>0 six>0

= f(x}=0 six=0= f(x)=e* —x+1=0s6lo para x = 0.

creciente six>0
fes ] .
decreciente six <0

>0 six<0

2° método:
Razonando por el absurdo y aplicando el teorema de Rolle.
fx)=¢"—x-I=f'x)=e"-1=0=>x=0

Teorema de Rolle:
Sea funa funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b) con f(a)=f(b). Entonces, existe
al menos un punto ce (a, b) tal que f ’(c) = 0.
En nuestro caso:
f(x)=e"—x—1 es una funcién continua en [0,xo] y derivable en (0,xo) siendo

f(0)=f(x0)=0. Entonces existe al menos un punto ce (O,xo), tal que: f ’(c)=0 con

0<c<xo. IMPOSIBLE!
Obviamente, tampoco puede ser xo negativa.
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15.- Demostrar que si x > 0, entonces, Ll <In(x+1)—-Inx < 1 .
X + X

Solucion:

La tesis a demostrar se obtiene aplicando el teorema de Lagrange a la funcidén
f(x)=Inx en el intervalo [x,x +1], con x > 0.

Teorema del valor medio o de Lagrange:
Sea funa funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces, existe al menos un

punto ce (a, b) tal que f ’(c) = (f(b)-f(a))/(b-a).

En nuestro caso:
f(x)=Inx es una funcién continua en [Xx, x+1] y derivable en (x, x+1). Entonces existe al

menos un punto ce (x, X+ l) , es decir x<c<x+1 tal que
Pie)= LD =00 gty et ee—— 1 cxx)

Xx+1-x c In(x+1)—Inx
Luego

x<—<x+1:>L<ln(x+l)—lnx<l
In(x+1)-Inx x+1 X
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16.- Hacer un estudio completo y representar graficamente la funcion:

fx) =3x’ +2x* +x

Solucion:
a) Dominio = @; Observamos que:
>0 six>0
f(x) =%/x3 +2x% +X :%/x(x+l)2= =0 six=0;x=-1
<0 six<0
Lo 7 Jf(x) :
b) Simetrias. f(—x) =i-x(-x+1)* # £ ).No tiene.
—f(x

¢) Asintotas
Verticales: No hay (Dom =R)
Horizontales: No hay ( lim f (x) =+00)

Oblicuas: y=mx+n

3 3 2
m=lim i P o i Y2 X 2/ x4/ X2 =120
X

X—>0 X X—>0 X—>0

Nota: para el siguiente limite usamos la descomposicion en factores de la diferencia de
cubos.

a’—b’=(a-b)@*+ab+b’*);a=x’+2x>+x;b=x

(m—x)( K +2x2+x) 7 x (X +2x +x 1/3-|-x2)
i (£(5) o) = lim( 57527 7 ) = lm ( ) )]

X300 X300 X300 2/3 1/3
- - - (x3+2x2+x) +x(x3+2x2+x) +x2

i X H2xr+x-%x° , 2x% +x
= lim 3 5 23 3 2 B, lim 3 5 23 s 2 TE
X_’C‘Q(x +2x +x) +x(x‘+2x +x) +X X_m(x +2x +x) +x(x +2x +x) +X
1
) 2x2 +x i 2+; 2
:,1(1330 R 5 273 R ) 173 :)I(LHJ R > 1" =3
[ (¥ +2x7 +x) +<X +2x° +x) 4+ (1++2j +(1++2j +1
X 2 X X X X X
y_X+2
3
Puntos de corte con la asintota:
y=~x’+2x> +x 3 )
y:X—l—- 9 9

3
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d) Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos:

-1
y':;(3x2+4x+1):O:>X: 1

4 i
3 3/x%(x +1) 3

=T R 3B

f’ + No existe - 0 +
f 0 0 s a T

Creciente | Max Rel | Decreciente Creciente

e) Concavidad y convexidad. Puntos de Inflexion.
. 2 >0 six<0,x#-1
B 9 x (x+1) (<0 six>0

y'(x)#0 Vx; y'(xX)noexisteenx=-1 y enx=0

(— oo,—l) -1 (— 1,0) 0 (O,oo)
£ + No existe + No existe -
s 0 | 0 7~
) nflexion
concava céncava convexa.

f) Corte con los ejes:

x=0 ¥m0)

Con OX: y=0:>{ = (_1’ O)

:Con 0Y: x=0=y=0=(0,0)

x=1

g) Grifica aproximada:
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17.- La grafica de la funcion derivada de una funcion y = f(x) viene dada en la
figura:

{-2

Estudiar el crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos, concavidad y
convexidad, puntos de inflexion y asintotas de la funcion f. ;Es f una funcion
acotada?

Solucion:
y=1(x)

{2

-2

fes creciente < f’(x) >0 x € (-0,0)U(0,2)

fes decreciente < f’(x) <0< x €(2,3)U(3,»)

Maximo relativo de fen x =2

fes concava < f(x) >0 < f'(x) es creciente < x € (0,1)U(a,3)

fes convexa < f“(x) <0 < f'(x) es decreciente < x € (—o0,0)U(1,a)U(3,)
Puntos de inflexion de fenx=0,x=1,x=a, x = 3.

Asintotas de f:

f no tiene asintotas verticales ( Dom f = R)

f no tiene asintotas horizontales ( f * no tiene a y = 0 como asintota horizontal)
f no tiene asintotas oblicuas ( f ‘ no tiene asintotas horizontales)

f no esta acotada.
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sen(2x)

18.- Dada la funcion f(x) = , se pide:
1+ senx
a) Dominio.
b) Periodicidad.
¢) Signo de f(x) en funcion de x.
d) Asintotas.
Solucion:
_ sen(2x)
1+ senx
.. T n 3n 7
a) Dominio= R —-{x=——+2kn / keZ}=R—-<{——,—,—,...
2 2 2 2
C . T 37w
b) Periodicidad: T = 2n = Basta estudiar x (— 5,;] .
¢) Signo de f(x):
3 0 0
X e (—g,gj =2xe(-n3n); f(x)=0=sen(2x)=0=2x=41 =x= g
2n
T
0 T
* - E,O O,E z E, T n,3—n
2 2 2 2 2
2x | (-m0) 0 (0,7) T (n2m) | 2m (2n,37)
f - 0 + 0 - 0 +

d) Asintotas:
No hay horizontales ni oblicuas ya que el dominio de f es acotado.

. T 3n
Verticales: x =——, X=—
2 2
. sen(2x . sen(2x
hm #):—(j)’ hm LZ-FCD
«_ " 1+senx ,3n 1+ senx
2 2
+
L2 ) .
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19.- Hallar el conjunto A de numeros reales determinado por cada una de las
siguientes desigualdades e indicar en cada caso si se trata de un conjunto acotado.
Hallar, en los casos en que existan, el extremo superior, el extremo inferior, el
maximo y el minimo del conjunto A:

a) [x +2/<3 b) |1-4x|<% 0) (x+3)x-2)x—-4)<0 d) [x +1|<[3x-1|

Solucion:
a) [x+2|<3eo 3<x+2<3e S5<x<loxe[-51]=A

A es un conjunto acotado. Max A = 1, min A= -5.

b)

|1-4x|<l©—l<1—4x<lc>—§<—4x<—l©§>4x>l<:>l<x<§<:>xe l’é
2 2 2 2 2 2 2 8 8 8 8

=A

A es un conjunto acotado. Sup A = 3/8, inf A= 1/8. No tiene maximo ni minimo.

) (x+3)x-2)x-4)<0
(X+3)(x—2)(x—4):0<:>x:—3,2,4

X (-0,-3) | (-3,2) | (2,4 (4, o)
x+3 - + + +
X-2 - - + +
X-4 - - - +
x+3)(x-2)(x—4) - + - +

Luego, (x+3)(x-2)(x-4)<0e x e(—0,-3)U(2,4)=A

A es un conjunto acotado superiormente, pero no es acotado inferiormente. Sup A = 4.
No tiene maximo.

d) [x +1] <[3x-1]
Se pueden presentar cuatro casos en funcion del signo de x + 1 y del signo de 3x -1:
Caso 1: x+120 y 3x-1>0. Las tres condiciones que han de verificarse entonces son:

>_
x+1>0 X= 11
3x-120 < {x>— o x>lexe(lo)
XHIS3XL oy e xol

Caso2: x+120 y 3x-1<0. Las tres condiciones que han de verificarse entonces son:

> _
X+1>0 X—ll
x-1<0 < x<§ <:>X>1<:>XE[—1,0)
XIS 40 o x<0

Caso 3: x+1<0 y 3x-1>0. Las tres condiciones que han de verificarse entonces son:
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< —
x+1<0  |” 1 :
3x-120 ©<9ix2>— , no hay ningtn valor de x que cumpla las tres
XA gcax s 0<x

condiciones simultaneamente.

Caso 4: x+1<0 y 3x-1<0. Las tres condiciones que han de verificarse entonces son:

< _
x+1<0 x 11
3x-1<0 <& x<— & x<-lexe(—o,-1)
xA<I3x s e x<l

Uniendo los cuatro casos, la desigualdad se verifica para
x €(-0,0)U(1L,0) =R -[0,1]= A.
A es un conjunto que no esta acotado ni inferior ni superiormente.
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20.- Se consideran las funciones f(x) =x*y g(x)=e¢", hallar (g of )(x) y
(fog)(x)

Solucion:

(gof)(x) =g(f(x)=g(x*)= e, (fog) () =f(g(x)=f(e")=(e") =e>
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21.- Calcular x en las siguientes ecuaciones:
a) e* =2 b) In(x*)=-1¢) In(Inx)=2 d) e*-4e* =3 e) "™ =3¢" f) log,(x +3)=5
g) Inx’® +Inx = 4

Solucion:
1

a) 2=63X:>ln2=3x:>x=ln72=ln(23j=ln€/§

;1
b) —-1=In(x*)=4Inx=>-1/4=Inx=>x=¢* =

©) Z:In(lnx):ezzlnx:x:eez:e(e)

d) e"-4e"‘=3c>e"-ix=3<:ez"-4=3e"<:>ez"-3e"—4:0
e

Llamando t = e*, se ha de verificar: t*-3t—4=0=1t=4,—1

Parat=4,hadeser ¢* =4 < x=In4
Parat=-1, ha de ser e* =—1, lo cual es imposible pues ¢* >0, VxeR.

Inx

€

e2

f) S=log,(x+3)=>2°=x+3=>x=2"-3

e) e’ =3¢ —=3c"<e™ =3 = x=3¢°

4

2) 4=ln(x2)+lnx=ln(x3)=3lnx:>lnx=4/3:>X=eg :%/e_4
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22.- Calcular los limites siguienteS'

2 2 _ 3
4 -2
a) lim X2 b) lim X ¢) lim— ! d) lim i sz
x>-2x° +4 x>-5 X+5 x>3 x- -0 X223 ,X +5 x—>1 (x— 1)
6x*+2x+1 x> +x-2 2x°
lim ———— lim ———— h) lim i) lim (x’—-7x*-2x+5
f)x—)iooSXZ_3X_|_4 g) X— *oo 4X3_1 )x—>ooX2_|_1 )x~>—oo( )

Bl 2 1im( _Jx? —1)1) lim VX343
x-1 ’X2 +3-2 X—>+00 x—0 X

Solucion:

x> —4 _0_
a) lim
o2 x4 8

by tim 25 Oy iy XTI 5 i

x>-5 xX+5 0 x—-5 X+5 x—>-=5
Cx'-27 0, . (x=3)(X¥+3x+9)  x*13x49 9
) lim —; =—7=Iim =lim ==
=3 x°=9 0 x3 (x+3)(x—3) =3 x+3 2
i o (4—X2)(3+\/x2+5) (4—x2)(3+\/x2+5)
d) lim———=—?=1im =lim =

=23 x245 0 HZ(3—\/><2+5)(3+\/><2+5)_’H2 9—(x*+5)
(4—x2)(3+\/xz+5)

=lim > —hm(3+\/x +5) 6
x—2 4—x x—2
-D(x+2
e) li sz:9?:limL(X2):limX—+2 no existe ya que hmX+ = o0
x—1 (X 1) 0 x—1 (X_l) x—1 X—l x—1F X — 1
6 2 1
6x” +2x+1 o e 6
f) | 5 =—7= lim ——
x> 05X —3x+4 o0 xoie _i_'_i 5
2
X X
1+1 2
2 x— )
g) lim XX 2=i2‘7:hm X X -0
X—> oo 4X -1 o0 X—> oo 4 1
Y
X
.2x7 o,
h) lim —=— =;=}§E’01 L‘OO
3
. . 1 5
i) lim (x -7x* —2x+5) { 1 7——2 5]}:—00-1=—00
X—> - X
o (x-D)(V’ +3+2) (x-1)(Vx*+3+2)
D lim————=-7=lim =lim =

x—1 X2 +3.2 0 x—1 (\/X2 +3-2)(\/X2 +3+2) x—1 (X2+3)—4

(x-n(Vx*+3+2) 4 (x-l)(\/x2+3+2) JEi342 4
x>l x -1 0 =1 (x+1)(x-1) ol x+1 2
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I (X—\/Xz—l)(x-i-\/Xz—l) xz—(xz—l)
lim ( 1) —0?= lim = Iim _
X—>+00 X—>+00 X + /XZ _1 X—>+00 X + /X2 _1

2 2
=lim ——— (X 1) = lim | =0

S VR ol e o1
\/_ G oo, (EeB)(aes) isg

) lim———=—?=Ilim =lim =
x>0 X 0 x>0 X(\/X+3+\/§) X_)OX(\/X+3+\/§)
1 1
= lim

=0 Jx+3+4/3 2«5
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23.- Demostrar que f(x) =4x> + x —3 =0 tiene exactamente una solucién real.
Solucion:

f(x)=4x’ +x-3=0=f'(x) =12x* +1>0,Vx € R, luego f es estrictamente creciente
en R.

f(0)=-3<0, f(1)=2>0, luego f es una funcidon continua (por ser un polinomio) que
toma valores de signos opuestos en 0 y en 1, por tanto, existe al menos un valor de

x €(0,1) en el cual f(x) = 0, sin mas que aplicar el teorema de Bolzano.
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2A).

24.- Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a f(x)=x’ —2x’+4 en

Solucion:

— |

U. D. de Matematicas de la ETSITGC

fi(x)=3x"-4x=>f'(2)=4

La recta tangente pasa por el punto (2,
4) y tiene de pendiente 4:
tEy—4=4(x—2)

La recta normal pasa por el punto (2,
4) y tiene de pendiente -1/4:

n Ey—4=—1/4(x—2)
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25.- Sea y=f(x) una funcion cuya grafica es la que aparece mas abajo:
Indicar si son verdaderas o falsas cada una de las siguientes afirmaciones:
a) f es continua en todo R.

b) f es derivable en todo R.
¢) f tiene un minimo relativo en x

=b.

d) f esta acotada inferiormente.

e) f tiene maximos relativos en x
=ayenx=d.

f) f esta acotada superiormente.
g) f tiene puntos de inflexion en X <«—

=a,x=byx=d 4 b ¢ a

h) f tiene una asintota vertical en

X = ¢ y una asintota horizontal
de ecuacion y = 0.
)f’x)=0enx=ayenx=d.

Solucion:

a) fes continua en todo R: FALSO, pues en x = ¢ presenta una discontinuidad.

b) fes derivable en todo R: FALSO, pues no es continua; ademds en x = a tampoco
es derivable aunque sea continua en ese punto.

¢) ftiene un minimo relativo en x = b: VERDADERO, pues
f(b) < f(x),‘v’x € E(b)

d) festa acotada inferiormente: VERDADERO, pues f(x)>0,Vx eR

e) ftiene maximos relativos en x =a y en x = d: VERDADERO, pues
f(a)>f(x),VxeE(a),ylo mismo ocurre en d.

f) festd acotada superiormente: FALSO, pues lim (X) =00,

g) ftiene puntos de inflexion en x =a, x =b y x =d: FALSO, en x = d no cambia
su concavidad. Silo haceen x =ayen x =b.

h) ftiene una asintota vertical en X = ¢ y una asintota horizontal de ecuacion y = 0:
VERDADERO, ya que, como se aprecia en la grafica, limf(x)=o0y
lim (x) =0"

i) f’(x)=0enx=ayenx=d: FALSO, en x = a se aprecia un cambio brusco en

la grafica de la funcion que indica que no existe recta tangente en ese punto y la
funcién no es derivable en €l.
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., 2x+1six<-1 .
26.- Dada la funcion f(x) = . . Se pide:
-x  si-1<x
a) Estudiar la continuidad. b) Hallar su funcion derivada. c) Representar
graficamente f(x).

Solucion:
a) fes continua en todo x # —1, por ser un polinomio. Y si x =-1:

lim (2x+1)=—1#1= lim (—x), luego f es discontinua en x = -1.

x—>—1" x—-1"

' 2 six<-1 . .
b) f'(x)= 1 Si_1<X,ynoemstef (-1).

12
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Lz si x <2
27.- Representar la funciéon f(x)= X _2

sl x>2

X-2
JEsta f acotada en (— oo,O] ? ;Tiene maximo y minimo en ese intervalo?

Solucion:
fes una funcién continua en R - { 2} . En x = 2 tiene una discontinuidad de salto infinito.

QGrafica de la funcion:
15

10

f estd acotada en (— oo,O]; sup f=0 yno existe fl’lélOX] f ; en cambio, si existe
(—.0] -
, 1
min f =f(0):—5.

(=20
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28.- Construido un depoésito cubico para almacenamiento de cajas, se quiere
estimar con la mayor precision posible el volumen que puede contener. La medida
del lado L del cubo resulta ser 11.35 m con una cota de error estimado de 0.2 m.

a) Aplicar el concepto de diferencial para aproximar el error propagado
(porcentual) cometido al calcular el volumen V del deposito.

b) Estimar el maximo error en la medida de L, para que el error propagado al
calcular el volumen no supere el 3%.

Solucion:
a) L=11,35% 0.20, es decir, se toma como valor aproximado L = 11.35 m y la cota

dL| < 0.20 m, nos indica que el verdadero valor de L esta entre 11.15 y

de error,
11.55 m.
Este error de L se propaga al calcular el volumen del depdsito:
V=D = 1135~ 1462.14 m’
Para obtener una cota del error AV se usa la diferencial AV = dV
dV =V’ (L) dL=3L%dL
El error propagado es aproximadamente:
dv 3%l 3dL 302
4 r L 1135
5.3%

~ 0.05286, luego el error propagado en porcentaje es <

b) Se pide estimar dL para que d7V < 0.03, luego:

2
av. _3LdL _3dL s a1 <
14 r L

Por lo tanto, la cota de error al medir L no debe superar los 11 cm, es decir |dL| <0.11

0.03L 0.03-11.35

=0.1135<0.12

m.
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29.- a) Enunciar el teorema del VALOR MEDIO o de Lagrange.

b) Un vehiculo circula a 90 km/h por el km 100 de una autopista, diez minutos
después en el km 125 su velocidad es de 100 km/h, donde le para la policia y le
multa. ;por qué?

Solucion:

a) Sea f una funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces, existe al
menos un punto c € (a, b) tal que f’(c) = (f(b)-f(a))/(b-a).

b) Sea f(t) la funciéon que expresa el recorrido en el instante t, siendo una funcion

continua y derivable por ejemplo en (0,1/6), ya que 10 minutos es 1/6 horas.

f(1/6)-1(0) 125-100
/6 — 1/6

El teorema del valor medio estable que en algin momento ¢ e(O,l/ 6) la velocidad

media es 150 km/h superando el limite de 120 km/h.

=150 km/h

f'(c)=
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30.- a) Enunciar el teorema de Rolle:

Sea f una funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b) tal que f (a) = f (b).
Entonces, existe al menos un punto ce< (a, b) tal que f’(c) = 0.

b) Razonar si puede aplicarse el teorema de Rolle a la funcién f (x) =In (x°) en
el intervalo [-1, 1]:

Solucion:

a) Sea funa funcidn continua en [a, b] y derivable en (a, b) con f(a)=f(b). Entonces,
existe al menos un punto ce(a, b) tal que f’(c) = 0.

b) f'(x) =2—)2( =2¢ 0 Vx eR, luego no se verifica la tesis del teorema de Rolle,
X X
por tanto, falla alguna de las hipotesis.
f(-1)=1(1)=0, luego, se cumple f (a) = f (b).
Pero, f'(x) = 2 no existe para x =0e (-1, 1), luego falla la hipdtesis de derivabilidad en
X

el intervalo. De hecho, también falla la hipotesis de continuidad, pues f no es tampoco
continnaenx =0¢e[-1, 1].

U. D. de Matematicas de la ETSITGC 40



Funcion real de variable real

31.- a) Hallar el conjunto A de nimeros reales determinado por la siguiente
desigualdad:
1-3x|>2
(Es A un conjunto acotado?
b) Hallar el dominio de la funcion f(x) = In(cos x)
2% -1

¢) Hallar la derivada de la funcion y = — i
e +

Solucion:

1-3x <2 -3x<3ex>1oxe(l,x)

a) ||-3x|>2 < 1 1
1—3X>2<:>—3X>1<:>X<—§<:>xe —oo,—E

Por tanto, A = (—oo,—%) u(l,oo). No es un conjunto acotado.

b) cosx >0 < —§+ 21k < x <§+ 271k, k eZ, yaque solo existe el In de un numero
positivo.
(e*+1)2" m2—(2" -1)e"
2
(ex +1)

0y'=

U. D. de Matematicas de la ETSITGC 41




Funcion real de variable real @

Solucion:

a) f(x)=tg’ (x2) =f'(x)= 2tg(x2)(l+ tg’ (x2 ))2x

1+x

(X)) 1 o N VO T R
b)g(x)—ln( . J—z(ln(1+x) In(1-x)) = g'(x) 2(1+X - j
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Funcion real de variable real @

Solucion:

X—>0 X

. 1 1n(1+1j @H](_gj
1ny=ln1im(1+—) =limxln(1+—)=1im—x = lim~—2/ X/

X—>0 X X—>00 X X—>00 1/x L'Hopital x—o

y= lim(1+1J =

=lim(1+l]=1:>y=e

X—>00 X
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Funcion real de variable real

34.- Se desea calcular el area A de un triangulo cuya altura mide el doble de la
base.

a) Si se obtiene un valor de 10.4 m al medir la longitud de la base b con un
error maximo de 5 cm, hallar el maximo error porcentual cometido en el
calculo del area del triangulo.

b) ¢Cual ha de ser el maximo error porcentual permitido en la medida de la

longitud de la base para que el error cometido en el calculo del area no supere

los 0.3 m??

Solucion:
a) A= %Z%sz, b=104m, db<0.05m
Ad~dA =A’(b)db=2bdb <2 -104 -0.05 ~ 1.04 m’
Ezd—A< 1.04 ~ 0.0096

4 4 (104)

Por tanto, el error porcentual al calcular el area sera < 0.96%

b) AA4<0.3
03 db_ 03

Ad~dA=A’ (b)db=2bdb <0.3= db<—=—<———~0.00138=
26 b 2(10.4)

El error porcentual en la medida de la base ha de ser < 0.13%
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Funcion real de variable real

Solucion:
1—cos3x? 3x? 3x?
fog)(x)=1f(g(x))=arct — |=arctg| tg| — | |=—.
a) (fog)(x)=f(g(x)) g[ 1+COS3X2) g( g( 5 D 5
b) f’(x) = !
1+ x>

¢) g°(x) =l\/@6xsen3x2 (1_COS3XZ)_(1+°0j3x2)6x(—sen3x2)
2 V1—-cos3x (1+cos3x2)
=l\/m 12x sen3x’ _ 6xsen3x’ _
2 V1-cos3x? (1+cos3XZ)2 \/(1—cos3x2)(1+cos3x2)3

6xsen3x’ _ 6x
(1 +cos3x? )\/(1 —cos3x’ )(1 + cos3x2) 1+cos3x’

1+ cos3x? 6x

d) (fog)' (x)=f'g(x)g'(x)= T Treasd X
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Funcion real de variable real

36.- a) Enunciar el teorema de Rolle.

b) La funcién f(x)=3/x>—1 se anula en los extremos del intervalo [-1,1]. Al

mismo tiempo es f'(x)= 0. Explicar por qué no se verifica la tesis del teorema en
este ejemplo.

Solucion:
a) Teorema de Rolle.

Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b), cumpliéndose f(a)=f(b), entonces
existe, al menos, un punto ce(a,b) tal que f'(c)=0.

b)
f(x)= i/x—2 —1 se trata de una funcién continua en todo R, ademas
f(1)=1"-1=0

f(-)=f()=f'(c)= 259 40 jcontradiccion!
f(-1)=3(-1)> =1=0 5

2 1 )
— = Af'(0), luego no es derivable en x=0, y por tanto no es
ST A£'(0), lueg yp

Pero f'(x)=§x‘3/5 =

derivable en el intervalo (-1,1).
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Funcion real de variable real @

Solucion:

a) (gof)(x)= g(f(x)) = g(arctg(x2 )) =1In, /arctg(xz)
(fog)(x)= f(g(x)) = f(ln\/;) = arctg((ln\/;)z)

2x 2xX 1 1 1
b f' = = 5 ! E ae——aa—
V=T T fO A

c)
(gof)" () =g(f(x))-f'(x)=

1 2x 1 2x 2x
2 (x) 1+x* 2arctg(x2) l+x* 2arctg(x2)(1+x4)
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Funcion real de variable real

38.- a) Enunciar el teorema de Lagrange o de los incrementos finitos.

b) Aplicando el teorema anterior a la funcion f(x) = In x en un intervalo

1
adecuado, demostrar que 5 <lm2<1.

Solucion:

a) Sea f una funcioén continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces, existe al
menos un punto c € (a, b) tal que f(b) — f(a) = f ’(c) (b-a).

b) Aplicando el teorema de Lagrange a la funcion In x en el intervalo [1, 2], se

obtiene: 1112—1n1=l (2-1),con1<c<2.Esdecir,ln2=l,con1<c<2.
c c

Si 1 <c¢ <2, entonces l< l<1. Es decir, %<ln2 <1.
c
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Funcion real de variable real

1/x

39.- Estudiar la continuidad de la funcion f(x) = P
+e

Solucion:
1/0

Obviamente no existe f{0)=——, luego no es continua en x=0; pero que ocurre con
+e

el limite:

1/x
s lim f(x) = lim ?
6 Pay) (X) x=0 ]+ el/x

1/x 1
lim f(x) = lim —= lim =1
x—0° 0" [+’ x|

1/x +1

1/x —1/x 0

lim f(x) = lim = lim

x>0 o0 14+e* xo0 [+ 140
En consecuencia, no existe el limite y la discontinuidad es inevitable.
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Funcion real de variable real @

Solucion:

Tiene que ser: limf(x) = f(a) para ello escogemos los puntos I y g

lim f(x)= lim Asenx +B= Asen (— g) + B =-3sen (— g) =f (— g)

lim f(x) = lim Asenx + B = Asen (g) +B=cos (%) =f (E)

R R 2
2 2

Lo que nos lleva a un sistema:
T T 3

Asen| —— |+ B=-3sen| —— =_=
( 2) ( 2) —A+B=—3(—1)}=> A=—3

:A B=0
Asen(g)+B=cos(g) +b=
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Funcion real de variable real
|41.- ,Cual es mayor e" o ne?|
Solucion:

1-2x
Sea la funcién: f(x)=x"*=f'x)=x * (I1-Inx)<0 sie<x

2

1

1 1 1 e 1 e
Asipara e<t=> " <e® :[nﬂj <(ee] =>n"<e”
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Funcion real de variable real @

Solucion:

15,

a) f(x +3)-f(x-1)=2""-2" =22 2% 271 =2~ (23 -2“) =52= %f(x)

+ x+3 xn3
by D _2 22 6o q
fix-1) 27 22
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Funcion real de variable real

43.- Hallar, a mano, los intervalos determinados por las siguientes desigualdades.

L ‘3—3 <5
X + X
Solucion:
2) 2x +1 23
X+3

Se pueden presentar dos casos en funcion del signo de x+3:

Caso l: x+3>0<=x>-3.
2x+1

3 >3=2x+1> 3(x+3) = x < -8, pero como x>-3 es {IMPOSIBLE!
X+

Caso2: x+3<0&<x<-3.
2x+1
x+3
Resultado: x € (—8, —3)

>3=2x+1<3(x+3)=>x>-8

x<-1

<5©—5<2—3<5©—2<2<8©—1<l<4:> 1
X X X X>Z

2
£.3
X

b)

Resultado: x € (—o0,—1)U (%, +ooj

U. D. de Matematicas de la ETSITGC 53




L

Funcion real de variable real
44.- Despejar, a mano, x en las siguientes ecuaciones:

a) e* +12¢* =7 b) e > -7e* =8 ¢) "™ =128

Solucion:
a) e" +12¢™ =7 llamando ¢* =z
+./49 _ 3=¢* =2In2

z+£:7<:>zz—7z+l2:0:z: w = © = X N

z 2 4 = ¢~ x=In3
b) e > -7e X =8 llamando ¢ ™ =z

++/ —-1=¢">0
©22_7Z_8:O:Z:(#J:{8 ) =>x=3In2
=e

¢) e’ =128=e"" =x" =>x=2
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Funcion real de variable real

45.- Hallar a mano, indicando todos los pasos intermedios, las derivadas de las
funciones:
a) y=2tgx; b) y=tg2x; c) y=tg’x; d) y=tg(x’);

1

1+tgx x+1)x

e) y=tg2%; f) y=1In ) y=(—)
—1+tgx X

Solucion:

a) y=2tgx=> y'=2(I+1g’x)

b) y=tg2x = y'=2(1+1g’(2x))
o) y=tg’x =>y'=2tgx(1+1g’x)
d) y=tgx’) = y'=2x(1+1g(x"))

e) y=tg2* =>y'=2"In2(1+1g’2")

f)
2 2
y=In 1+tgx =l(ln(1+tgx)—ln(l+tgx)):>y'=l 1/cos”x 1/cos”x _
—-l+tgx 2 20 I+tgx  —l+tgx
Ol 1 -2 1 cos’ X B 1 1

2cos’x tg’x—1  cos’x sen’x—cos’x cos’Xx—sen’x cos(2x)

1 1 1

) _(X+1]X:> _(x_—l—l]x(_L)ln(x+1)+l(x+1)x4(x—(x+l))
A - x’ X x\ X x’
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> Funcion real de variable real @
Solucion:

0<a<b=s0<a+ab<b+ab=0<a(l+b)<b(l+a)= — <
a+1l b+l
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Funcion real de variable real @

Solucion:

Tiene que ser: limf(x) = f(a) para ello escogemos los puntos 0, 1 y 2
X—a
2

2
limf(x) = lim = +a=0= lim—+a=f(0)=>a=0
x—0 x>0t 2 x—0~
X2 X2
lim f(x) = lim(2x——+b)= lim—=f(1)=b=-1
x—>1 x—1* 2 x>~ 2

x—>2% x—2"

, , , X’
}glgf(x): lim ¢ = lim (2x—7—1J=f(2):c=1
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Asintotas de una funcion

Verticales: Six >a =y — .

lim f(x)=+00 = x =a €s una asintota vertical
X—a

(Solo puede haber asintotas verticales en los puntos que no pertenecen al dominio)

Horizontales: Six — o =y —b.

lim f(x)=b= y=>b es una asintota horizontal
X —>+00

Oblicuas: y = mx + n es una asintota oblicua, siendo:
m = lim (@j, n= lim (f(x)—mx)
X —>F0o0 X X —>+o0
Nota: las asintotas nos informa de si la funcion esta o no acotada.

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia
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Dominio de definicion o campo de existencia.
Conjunto de valores para los cuales se pueden efectuar los calculos que indica la

expresion analitica de la funcion.
D= { x € R tales que, existe y = f(x) }
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Simetrias de una funcion

f(x) simétrica respecto el eje OY (Funcion par)

f(—x)=

- f(x) simétrica respecto el origen O (Funcidn impar)
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Continua

e Una funcion y=f(x) es continua en x = a si se verifica: lim f(x)=f(a)

e Una funcion z=f(X,y) es continua en un punto (Xo,Yo) si se verifica:
lim )f(X,Y) =f(x0,¥0)

(x,y)=(x¢.¥0
Continuidad en un intervalo

Una funcion y = f(x) es continua en un subconjunto o en un intervalo si lo es en
cada de sus puntos.
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Limite

Y

El limite de la funcion fes L cuando x tiende L+g y=f(x)
a “a” si cuando x se acerca a “a” f se acerca a L—I:s
L tanto como se quiera, es decir,

Ve >038>0/si 0<|x-a| <= |f(x) - L| <
En cuyo caso, escribiremos lim f(x)=L

Xx—a ey
(a-5,a+d)
‘ X=a
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Derivada

Dada la funcion f definida en el intervalo 1 y a € I, se llama derivada de f en a, y se denota con

f’(a), al siguiente limite: f'(a) = li

- f(a + h)-f(a)

h—0 h

Representa la pendiente de la recta tangente a f en x=a.

Funcion

Funcion Derivada

La derivada de una constante es igual a cero. Es decir: y’ =0

La derivada de la funcion identidad es igual a 1. Es decir:
y =1

y =1(x) + g(x)

La derivada de una suma de funciones es igual a la derivada de cada
uno de los sumandos. Es decir: y’ =f’(x) + g’(x)

La derivada de un producto de funciones es igual a la derivada del 1¢"
factor por el 2° factor sin derivar mas la derivada del 2° factor por el 1°

y = 1(x)-g(x) sin derivar. Es decir:
y =) g(x) +g’(x) f(x)
La derivada de un cociente de funciones es igual a la derivada del
numerador por el denominador sin derivar menos la derivada del
denominador por el numerador sin derivar partido por el
f(x) d . .
y = —= enominador al cuadrado. Es decir:
g(x) P2 - g'®)- )
()’
La derivada de la composicion de dos funciones es igual a la derivada
y = f(g(x)) de la primera funcion respecto la segunda por la derivada de la

segunda respecto x. Es decir:
Y =f'gh

U.D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia 40




y = loga f(x)

La derivada del logaritmo en base a de una funcion es igual a la
derivada de la funcion partida por la funcion y multiplicado este
cociente por el logaritmo en base a del n° e. Es decir:

= @'loge

f(x)

'

In f(x)

<
I

La derivada del logaritmo neperiano de una funcion es igual a la
derivada de la funcion partida por la funcion sin derivar. Es decir:

o f®
Cf(x)

y = f(x)*

La derivada de una funcion elevada a una cte es igual al exponente
multiplicado por la funcion exponencial elevada a un grado menos y
por la derivada de la base. Es decir:

y’ = kf(x)*1f°(x)

y = ki®

La derivada de una constante elevada a una funcion es igual a la
derivada del exponente multiplicado por la misma funcion exponencial
y por el logaritmo neperiano de la base. Es decir:

y’ =f’(x) k™ Ink

y = f (X)g(x)

La derivada de una funcion elevada a otra funcion es igual al exponente
multiplicado por la funcion exponencial elevada a un grado menos y
por la derivada de la base mas la derivada del exponente multiplicado
por la misma funcion exponencial y por el logaritmo neperiano de la
base. Es decir:

Y’ = g(®) f(x)E 1 (x) + g’ (%) f(x)* In(f(x))
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y = sen f(x)

La derivada del seno de una funcion es igual a la derivada de la funcion
por el coseno de la funcion. Es decir:
y’ =1’(x) - cos f(x)

y = cos f(x)

La derivada del coseno de una funcion es igual a menos la derivada de
la funcion por el seno de la funcion. Es decir:
y’ =-1’(x) - sen f(x)

y = tg f(x)

La derivada de la tangente de una funcion es igual:
1% a la derivada de la funcion multiplicada por 1 mas el cuadrado de la
tangente de la funcion. Es decir:
v =120 (1+tg f(x))

2? a la derivada de la funcion dividida por el coseno al cuadrado de la
funcion. Es decir:

f'(x)
cos’f(x)
3" ala derivada de la funcion por la secante al cuadrado de la funcion.
Es decir:

9 —

y’ =1’(x) - sec*f(x)

y = cotg f(x)

La derivada de la cotangente de una funcion es igual:
1° a menos la derivada de la funcion multiplicada por 1 mas el
cuadrado de la cotangente de la funcion. Es decir:
y’ =-1’(x) - (1 + cotg? f(x))
2" a menos la derivada de la funcion dividida por el seno al cuadrado de
la funcion. Es decir:
f'x)
sen’f(x)

9 —

y = sec f(x)

La derivada de la secante de una funcion es igual a la derivada de la
funcion multiplicada por la secante de la funcion y por la tangente de la
funcion es decir:

y’ =1 (x) ‘sec f(x) - tg f(x)
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y = cosec f(x)

La derivada de la cosecante de una funcion es igual a menos la derivada
de la funcion multiplicada por la cosecante de la funcion y por la
cotangente de la funcion es decir:

y’ =-f’(x) -cosec f(x) - cotg f(x)

y = arc sen f(x)

La derivada del arco seno de una funcion es igual a la derivada de la
funcion dividida por la raiz cuadrada de 1 menos la funcion al
cuadrado. Es decir:

f'x)

J1 - 2 (%)

9 —

y = arc cos f(x)

La derivada del arco coseno de una funcion es igual a menos la
derivada de la funcion dividida por la raiz cuadrada de 1 menos la
funcion al cuadrado. Es decir:

-f'(x)

J1 - f2(x)

) =

y = arc tg f(x)

La derivada del arco tangente de una funcion es igual a la derivada de
la funcion dividida por 1 mas la funcion al cuadrado. Es decir:

s~ 'x)
1+ f*(x)

y=shx

La derivada del seno hiperbdlico de x es igual al coseno hiperbolico de
la funcion. Es decir:
y’=chx

y=chx

La derivada del coseno hiperbolico de x es igual al seno hiperbolico de
la funcion. Es decir:
y’=shx
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La derivada de la tangente hiperbdlica de x es igual:

1° a uno menos el cuadrado de la tangente hiperbolica de x. Es decir:

y’=1-th’x

y=thx 2" a uno dividido por el coseno al cuadrado de x. Es decir:
,_ 1
ch’x
3% a la secante al cuadrado de x. Es decir:
y’ = sech’x
La derivada del argumento seno hiperbolico de x es igual a 1 partido

y=argshx= por la raiz cuadrada de x al cuadrado mas 1. Es decir:

=In (x + VX' + 1) 1

y=—F—
v xi+1

La derivada del argumento coseno hiperbdlico de x es igual a 1 partido

y=argchx= por la raiz cuadrada de x al cuadrado mas 1. Es decir:
=ln(x+ xz—l) , 1
Y =T
x -1
y=arg thx = La derivada del argumento tangente hiperbdlica de x es igual a 1

1 1+x
=—1In
2 (l-x)

partido por 1 menos x elevado al cuadrado. Es decir:
1

1-x?

y =
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/ Teorema de Rolle

Sea f(x) una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b] y

derivable en el intervalo abierto (a,b). Si f(a) = f(b), entonces

existe, al menos, un punto o €(a,b) donde la derivada de la

funcién se anula, f’(a) = 0.

A

f (a) = f (b)

v




/ Teorema de los incrementos finitos, de Lagrange \
o del valor medio

Si f(x) es una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b] y

derivable en el intervalo abierto (a,b), entonces existe, al menos,
f(b)-f(a)

b-a

un punto ce(a,b)tal que f'(c) =

_Interpretaciéh geométrica
| | ... f(b)-fa
~ El cociente b)-X )=tg(oc)
_ | _ _ r : b-a
) i N -
...\ N~ |  eslapendiente de la recta que pasa

| I\ = | porA(af(a)yB b f(b) y f’(c)esla
 Ha) e ¥ | tangente de la recta tangente a la
' TSR R - funcién en el punto (c, f(c)).

i i i - —
a0 b

Sigue




Extremo inferior o infimo

Cota inferior que sigue a todas las cotas inferiores de un subconjunto de un
conjunto dado.

Extremo superior o supremo

Cota superior que precede a todas las cotas superiores de un subconjunto de un
conjunto dado.

Extremos

Valor méximo o minimo de una funcion.
Sea S un subconjunto del dominio de una funcion y=f(x).
La funcion f tiene un maximo (minimo) relativo en el punto a, cuando f(a) es el
mayor (menor) valor que la funcién toma cuando la variable recorre S. Es decir,
f(x)<f(a), vxeS(f(x)>f(a), VxeS).S unentorno de a.

La funcion f tiene un maximo (minimo) absoluto en a, cuando f(x)<f(a)
(f(x)>f(a)) para todos los x del dominio de f.
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Diferencial

e Diferencial de una funcion f en un punto a es la aplicacién lineal:
df(a):R >R

x —>f'a)-x

Suele denotarse dx a la variable de la aplicacion lineal diferencial. Sera, por tanto,

una funcion de dos variables a y dx.
df(a)(dx)=df(a,dx)=f ’(a)dx

siendo f derivable en a.
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Recta tangente

y = f(a) + f'(a)(x-a)
La recta tangente a la curva

y = f(x) en el punto (a,f(a)) en y=F(x)

: f(a)
el cual f es derivable es la
siguiente:
y - fla)=f’(a)(x - a) —
X=a

Recta normal

e Larecta normal a la curva y = f(x) en el punto (a,f(a)) en el cual fes

derivable es la recta perpendicular a la recta tangente en dicho punto: y-
f(a)=- (x-a)/ f’(a)
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Funcion inversa

Sea f:A— B con A,BcR una funcidn biyectiva. Llamaremos funcién inversa de
f, y la denotaremos por !, a la funcion:
fiB>A siendo f(x)=y
y—>f(y)=x
Se verifica que: fof ' =1, y f'of=1I,
La grafica de ! es simétrica respecto de la recta y=x, respecto de la grafica de f.
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Em ETSI de Topografia, Geodesia y Cartografia &;

Aplicacion inyectiva:
Una aplicacion entre dos conjuntos A y B es inyectiva si cada elemento de B, que es
imagen de uno de A, lo es de uno sdlo, es decir, Va,be A,si f(a)=f(b)=a=b.

Ejemplo: Sean A ={a,b,c} y B={1,2,3,4} de tal forma que f(a)=1, f(b)=2, f(c)=3,
entonces f es una aplicacién inyectiva.

Ejemplo: Sean A = {a,b, c} y B={1,2,3,4} de tal forma que f(a)=1, f(b)=1, f(c)=3,
entonces f es una aplicacion, pero no es inyectiva.

Ejemplo: Sea Vx € R, f(x)=2x, es inyectiva, puesto que si f(a)=f(b), en nuestro caso
2a=2b entonces a = b.

Ejemplo: Sea Vx e R, f(x)=x2, no es inyecti\?a, puesto que f(-1)=f(1)=L1.
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Funcion periodica
Funcion para la que existe una constante p tal que f(x+p)=f(x), para todo valor x

de su dominio. La constante p se llama periodo cuando es el valor minimo que
lo cumple.
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Crecimiento

Una funcidn es estrictamente creciente en un intervalo cuando para dos puntos

€6, 9

cualesquiera situados en €l “x” y “x+h” se verifica: x <x+h= f(x)<f(x+h)

Si f’(a)>0, la funcion f es creciente en a
Decrecimiento

Una funcion es estrictamente decreciente en un intervalo cuando para dos puntos

€6, 9

cualesquiera situados en él “x” y “x+h” se verifica: x <x+h = f(x)>f(x+h).
Si f’(a)<0, la funcion f es decreciente en a
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Concava y convexa

Una funcién es concava si la grafica de la funcion queda por encima de la recta
tangente en cada uno de los puntos.

Si £"(x)>0(f"(x)<0)para todos los puntos x de un intervalo, f es céncava (f
es convexa) en dicho intervalo.

Puntos de inflexion.

Punto de una curva plana en el que la curvatura cambia de sentido de concava a
convexa o viceversa. La tangente en un punto de inflexion atraviesa la curva.

Sif’’(a)=0yf’’(a)=0, entonces (a, f(a)) es un punto de inflexion
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Un conjunto A esta acotado inferiormente si
existek e R tal que k<a,Vae A

Se dice entonces que k es una cota inferior de A

Un conjunto A esta acotado superiormente si
existe ke R tal que a<k,VaeA.

Se dice entonces que k es una cota superior de A.

Un conjunto A es acotado si esta acotado inferior
y superiormente.
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