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Integrales Indefinidas

® Funcion primitiva

Dada una funcion y = f(x) definida en un intervalo [a,b], se llama primitiva de f(x) en [a,b] a
cualquier funcion F(x) definida en [a,b] tal que F’(x) = f(x) para todo xe[a,b].

Una funcion continua tiene infinitas primitivas.

® Integral indefinida

Al conjunto de todas las primitivas en [a,b] de una funcién dada f(x) se le llama integral
indefinida de f(x) en [a,b].

Notacion: I f(x) dx = {Primitivas de f(x) en [a,b]} =F(x)+C

No todas las funciones admiten integral indefinida, pero, si una funcion es continua, entonces,
podemos asegurar que tiene integral indefinida. Lo que no garantizamos es que ésta pueda expresarse
como composicion de un niimero finito de funciones elementales.

Observacién:

Si f(x) es una funcién derivable se denota con df, y se lee “diferencial de f*” a la siguiente
expresion: df =f'(x)dx.

Propiedad de las integrales indefinidas

j (of(x)+P g(x))dx :aj fix) dx + BI g(x) dx

® Integrales inmediatas

Las reglas de célculo de primitivas, se derivan de las reglas de calculo de derivadas.
Utilizando las tablas de derivadas leidas de derecha a izquierda, obtendriamos la tabla de
integrales inmediatas:

n+1
N +C (nz-1)

X
jxndx=
n+

jldx=ln|x|+C
X
aX
jaxdx=—+C (a>0)
Ina

Isenxdx =—cosx+C

I cosxdx =senx+C

1
I—de=tgx+C
cos” x
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Integrales Indefinidas

I —dx = —cotgx+C
sen’x

1
I ————dx =arcsenx+ C=—arccosx+C

\ll—x2

I —dx arctgx + C = —arcctgx + C
1+x>

1
J‘mdx=\/;+c

1
J‘gdx=argchx+c

\lxz—l

IHX argshx+C

\/x +1

1 1l
lx 2

x+1

{argthx+C si xe(=1,1)

x—1 B argcthx+C i |x|>1

METODOS DE INTEGRACION

e Integracion por cambio de variable o sustitucion

Muchas veces un cambio de variable x=g(t) transforma la integral I f(x) dx en otra mas

sencilla I f(g(t))g'(t) dt siendo gy g’ funciones continuas y existiendo g™!, cuando esto ocurra se resuelve

esta ultima integral y se sustituye t por g''(x) en la funcion primitiva obtenida, resultando la funcion
primitiva de f(x).

[0 dx = [fgg'® dt=F()+ C=F(g" (x))+C

Se suele utilizar cuando la expresion a integral contiene raices, funciones exponenciales,
funciones logaritmicas o funciones trigonométricas.

También puede hacerse un cambio, de las mismas caracteristicas que el anterior, tomando t=h(x),
siendo f(x) una funcién compuesta de h(x) y otras funciones.

Calcular las siguientes integrales indefinidas:

Inmediatas y por sustitucion:

sen X ’ senvx +1
1 dx;2)[tg"xdx;3 X;4)|———dx;5 dx; 6) [3x*(7+4x)°d
)jCOSXx)jgxx) o [T ) [3x°(7 +4x°) dx
Solucion:
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e Integrales Indefinidas

Isenxdx =—cosx+C

B B _ 1
) [ dx=feos 4xsenxdx:—lf3cos 4X(—sen><)dx=lCOS Px+C=r5—+C
st x 3 3 3cos” x

I—dx I(l + tgzx)dx =tgx+C
cos” x

2 | tg”xdx = | (tg?x +1-I)dx =tgx — x + C

jldx=1n|x|+c
X

1
3) '[Xlnx

dx =In(In(x)) + C

I —dx arctgx + C = —arcctgx + C
1+ x>

(arc tg X)
4 dx= arct x+C
) j 1+x° 4 ¢

Isenxdx =—cosx+C

5) jseil/x—f_Jr dx=-2cosvx+1+C

n+1

IXHdX: fl+1

+C (n#-1)
6) j3x2(7 +4x%)° dx =§(7 +4x*)° +C
e Integracion por partes
Se verifica que: If(x) g'(x)dx =f(x)g(x)— I f'(x)g(x) dt.

Normalmente la igualdad anterior se expresa asi: I udv =u-v- j vdu.

Se debe escoger como dv una funcion cuya integral se inmediata y que resulte una integral I v du mas

facil, pudiendo repetir el proceso varias veces.

Calcular las siguientes integrales indefinidas:

Por partes:
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Integrales Indefinidas

In® x

1) Ix e*dx;2) Ie" senx dx ; 3) J. dx ; 4) J.e“sentdt

X2
Solucion:

Iudv=u-v—jvdu

u=x=>du=dx
; jx e" dx =xe” —Iex dx ==e*(x-1)+C

dv=e'dx =>v=¢"

2) Realizamos la integracion por partes dos veces manteniendo la estructura para llegar a una

. u=senx = du=cosxdx [u=cosx = du=-senxdx
ecuacion en I: ;

dv=e’dx =>v=e¢" dv=e'dx =>v=¢e"

I=J.eX senx dx = (senx)e” — Ie" cosx dx =e*senx —e* cosx — J.e" senx dx =

X

e
=e¢'senx —e" cosx —I= 1 :7(senx—cosx)+C

uzlnsx:>du=31n2xldx uzlnzx:>du=2lnxldx u=1nx:>du=ldx

3) > S > S X
1 1 ’ 1 1 ’ 1 1
dv=—dx=>v=—— dv=—dx=>v=—— dv=—dx=>v=——
X X X X X X
3
Iln 2X dx =In’ X(—l)—j—l.ﬂnz xldx =In’ x(—lj+3jln2 Xizdx =
X X X X X X

— Lk +3(—lln2 X+ ZIlnxldxj —Linx +3(—11n2 xj+ 6(—llnx + jizdxj =
X X X X X X X

{ u=e” = du=2¢e"dt

dv=sentdt => v= Isentdt =—cost
I= J.EZL sentdt = Iudv =uv —.[Vdu =—¢” cost— J.—cos t2e*'dt =(1)
u dv

De nuevo por partes:
2t 2t
u=e¢' = du=2e"'dt
dv=cosdt=>v= Icos tdt = sent

(1)=—e* cost+ ZJ coste’'dt =—e* cost+ 2_[92 costdt =—e” cost + 2J- udv =
u dv
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Integrales Indefinidas

=—e* cost+2 (e”sent — _[ 2eztsent) =—e* cost+2¢e*'sent — 4I e’'sentdt =

=—e”' cost+2¢e*'sent — 4_[ e’'sentdt = —e*' cost +2e*'sent — 41 =1

Resolviendo la ecuacion:

—e” cost+2e'sent e (2sent —cost)
5 5

1= +C

e Integracion de funciones racionales

P
Queremos hallar la integral j % dx, siendo P(x) y Q(x) polinomios. Podemos suponer que el
X

grado del polinomio P(x) es menor que el grado del polinomio Q(x); en caso contrario efectuamos el

cociente Q(( ; C(x)+ % y, entonces I I C(x)dx+ I %dx, teniendo la seguridad de que

el grado de R(x) es menor que el grado de Q(x).
Descomposicion en fracciones:
Segun las raices de Q(x)=0, distinguiremos varios casos:
1) Raices reales simples: a1, as,...,an.
Q(x)=(x—a,)(x—a,)---(x—a,) siendo las a; distintas.

P
) __A + A +.t
Q(x) x-—a, x-—a, X—a,

, para ciertas constantes que tendremos que calcular,

Entonces,

partiendo de la igualdad anterior. Una vez calculadas, resulta:

[ 20 gy = [ A s [ 22 dxe s A—dx A,Infx—a,[+ A, In|x=a,|+...+ A, In|x—a |[+C
Q(x) X—a, X—a,

2) Raices reales multiples: ai, as,...,as, b, siendo b una raiz multiple de orden m y el resto raices
simples; en cuyo caso el grado de Q(x) es n+m.

Q(x)=(x—a,)---(x—a,)(x-b)"

PO) __A, + A +.ot A + B, + B,

n

= >+ ...+B—“‘m, para ciertas
Q(x) x-a, x-a, x—a, x-b (X—b) (x—b)

constantes A1, Az,...,An, B1, Ba,..., Bm. Asi:

Entonces,

IP(X)dx=I A, dx + A dx +...+ A, dx + B, dx + B, JAX+ ...+ B4d
Q%) X—a, x—a, X—a, x—b (x—b) (x b)

=Alln|x—al|+Azln|x—a2|+...+Anln |x—b|+_
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Integrales Indefinidas

3) Raices complejas simples: ai, as,..., a, raices simples, b raiz real de orden m y a1 compleja
simple y su conjugada; en cuyo caso el grado de Q(x) es ntm+2.
Qx)=(x—a,)--(x—a, )(x—b)" |:(x—a)2 +Bz:|. Se suele poner (x—oc)2 +PB* =x’ +rx+s para el
polinomio de segundo grado sin raices reales.

P A A A B B B M
(X)—1+2++ +——2 4 +XJrN

n

Q(x) x-a, x-a,  x—a, x-b (x—b)z (x-b)" X +rx+s

Entonces,

ciertas constantes A1, Az,...,An, Bi, Bo,..., Bm, My N. Asi:

P A B B
_[ ™4 j A, d Y i dx+ | — dx+_[ dx+...+_[—'“m+
Q(x) X—a, X—a, x—b x—b)

M
X" +rx+s
Mx+N Mx+N

La Unica integral nueva es: I > dx = I > dx
X +rx+s (x—(x) +p’

Realizamos el cambio x—o =t = dx =dt

Mx+N (x+t +N Mt Mo+ N
I(X—a _I t +B =] 2+Bzdt+I Crp
dt/p> M, [, .. dt/p’
= I—dt+ M +N)Im:?ln(t +B )+(M(X+N)Im:

=%ln|:(x—ot)2 +B2:|+ MaB+Narctg(XEa]+C

4) Raices complejas simples: ai, ao,..., a, raices simples, b raiz real de orden m y a+fi compleja
de orden de multiplicidad r; en cuyo caso el grado de Q(x) es n+m-r.

P(x) A, A, A B, B, B,
Entonces, = + + .t + + sttt ——
Q(x) x-a, x-a, x—a, x-b (x—b) (x—b)
M x+N M,x+N M x+N .
- L+ 2 2 +..+4———F— para ciertas constantes A1, Aa,...,An, Bi,
X +Ix+s (x2+rx+s) (x2+rx+s)

Ba,..., Bm, M1, Ma,...,M;, N1, N2,...,N;. Asi:

P A B B B
J' (X) j A, dx+ A, dx+..+ —dx + —dx + 2 2dx+...+j—“‘+
i _ _

o™ x-a x-a x— (x=b x—b)"
+J-M x+N J- M,x+N, 4 M x+N
—d r r
X°+IX+S$ (x2+rx+s)2 (x2+rx+s)
o Mx+N
La tnica integral nueva es: I = I (X—dx conr>1.
X +rx+s
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Integrales Indefinidas

Un método de resolucion puede ser descomponiendo la integral I; en alguna inmediata mas 1.1, asi
sucesivamente hasta llegar a la integral resuelta en el caso anterior.

Realizamos el cambio x—a=t= dx=dt

Mx+N a+t +N M 2t
I = = =— +(M N
X—a t +B t*+p’ o I t +B%)
|y R vy
La primera integral es:
M 2t M -r M 1 1 M 1 1
TITBZ)*“":?I“(“*BZ) dt=S T (C+F) +C =7 [(x—a)2+B]_l+Cl

Veamos la segunda integral

()T o

—f ”__Ii

o Frv e e S v

t’ +p’ )
t’d
Para resolver I ——— empleamos el método de integracion por partes, haciendo
(t2 + BZ)
tdt , . . .
u=tdv= ﬁ Asi conseguimos pasar de I a I.1. Por lo laborioso del procedimiento
t"+p

buscamos otro procedimiento el Método de Hermite.

e Método de Hermite

Este método se usa cuando Q(x) tiene raices multiples, especialmente si son complejas.

Sean D(x) = m.c.d.(Q(x),Q'(x)) y Q) _ C(x), entonces,

D(x)
[P0 gy A | (B,
Q® DX 7€)

siendo A(x) un polinomio de coeficientes indeterminados de grado menor que D(x), y B(x) de grado
menor que C(x).

Si derivamos los dos miembros de la igualdad anterior e identificamos coeficientes, determinaremos
los polinomios A(x) y B(x), quedando una integral mas sencilla.

Calcular las siguientes integrales indefinidas:

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia: Calculo |



Ea LS

Integrales Indefinidas

Racionales:
6x° —22x +18 2x —1 3x* —2x% +x 6
1| dx;z)j ,)j = dx;4)j—2dx
X —6x +11x—-6 —-6x+13 -2X74+2x" -2x+1 (x2+3)
Solucion:
[20 g <[ A [ dx o [———dx
Q(x) (x— X) (X —X,) (x—X;)
I)J 6x° —22x +18 dx=_[ ! dx+_[ 2 dx+'[ 3 dx =
-6x> +11x-6 (x-1) (x=2) (x=3)
=3In|x-3[+2In|x-2[+Inx-1+C
J-P(x) J~ Mx + N de__I 2M(x2—a)2 dX+I MajN _dx =
Q(x) (x—a)’ +b (x—a) +b (x—a) +b
=%ln|(x—a)2+b2|+Ma+Narctg(X_a)+C
2x -1 2x—-6+6-1 2x—6 5
dx=|——"—dx+|—— dx ==
)J‘ 6x+13 J. —6x+13 J‘x2—6x+13 J.xz—6x+l3
=In|x*-6x +13|+ 5arctg( 3j+C
2 2
JR) gy o] A o [P [ IR
Q(x) (x—x,) (x—x,) (x—a) +b
3 A2
3) [ i dx = [ 2 dx+ [ ! 2dx+jx2+1dx:
X' —=2x"+2x" —-2x+1 (x-1) (x—-1) X +1
=2J. ! dx—J- _12dx+J.2de+J. 21 dx =
(x-1) (x—=1) x°+1 x°+1
=2J ! dx—j _lzdx+lj 22X dx+j 21 dx =
(x—1) (x—1) 29 x7+1 X" +1
:21n|x—1|—L+%ln|x2+1|+arctgx+C
IP(X) _A®X) IB(X)
Qx)  D(x) *C(x)
6
(x +3)
Calculo | 8
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Integrales Indefinidas

Método de Hermite:

Sean D(x) = m.c.d.(Q(x),Q'(x)) = m.c.d.[(x2 +3)2 ,4)(()(2 +3)} = (X2 + 3) y

Q) (¥+3) ., 6 . ax+b ¢ ox+d
DY) = (x2+3) —(x +3)_C(x), entonces, I(X2+3)2 dx = (x2+3)+j(x2+3)dx

Derivando,

6 a(x2 +3)—(ax+b)2x . cx+d a(x2+3)—(ax+b)2x+(cx+d)(x2 +3)

(x2 +3)2 (x2 +3)2 (X2 "‘3) (X2 +3)2

623(){2 +3)—(ax+b)2x+(cx+d)(x2 +3):cx3+(d—a)x2 +(—2b+3c)x+3a+3d =
a=d=1b=c=0;

Nos queda,

6 X 1 X ﬁ X
I(X2+3)z & (x2+3)+f(x2+3)d"‘(x2+3)+ 3 mg[@J“
e Integracion de funciones trigonométricas

En las integrales de la forma I R(senx,cos x)dx donde R(senx,cosx) es una funcién racional en senx

y cosx, se puede pasar a una integral de funcion racional. Para ciertos casos sencillos tenemos
diversas opciones:

1) Siobservamos que es impar en coseno, utilizamos el cambio senx=t.
I R(senx)cos xdx = IR(t)dt
2) Siobservamos que es impar en seno, utilizamos el cambio cosx=t.
I R(cos x)senxdx = I R(t)dt
3) Siobservamos que es par en seno y en coseno, utilizamos el cambio tgx=t.
[ R(sen™x, cos™ x, tgx)dx = [ R(t)dt

dt  dt
1+tg’x  1+t*°

Con el cambio tgx =t => (1+tg’x)dx =dt = dx =

Para las expresiones de sen’x y cos’x en funcién de tgx tenemos:

sen’x _ tg’x
P+1

sen’x = — —=— =
sen"'x+cos’x tg'x+1 t
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Integrales Indefinidas

cos’x 1 1

cos’ x =— —=— =—
sen‘x+cos’x tg'x+1 t +1

4) En general, siempre se puede realizar el cambio tg(x/2)=t (universal).

Con el cambio tg Xzt 1+tg’ X %=dt:>dx= 2dt2 _ 2dt2.
2 2))2 1+tg’x 1+t

Para las expresiones de sen’x y cos’x en funcién de tg(x/2) tenemos:

een(® 4 3 2en(® eos( X ) zsen(;)ws( ) : Ztg@
el

[ X X [ X
cos’| = |-sen?| = | 1-tg’| =
X X [ X [ X 2 2 2
COSX=c¢0S| — + — [=cos”| — [—sen”| - |=
2 2 2 2 X X X,
2 2 2

t+1

5) Para las expresiones:

I sen(mx)sen(nx)dx
I sen(mx) cos(nx)dx

I cos(mx) cos(nx)dx

Se calculan utilizando las siguientes formulas, siendo m#n:

sen(mx)sen(nx) = %(— cos(m + n)x + cos(m — n)x)
sen(mx) cos(nx) = %(sen(m +n)x +sen(m—n)x)

cos(mx)cos(nx) = %(cos(m +n)X + cos(m — n)x)

6) Para las expresiones:
jsenzx dx; Isenxcosx dx ; Icosz x dx

Se calculan utilizando las siguientes formulas:

sen’x = %(1 —cos(2x))

1
senxcosx = Esen(Zx)
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e Integrales Indefinidas

cos’ x = %(1 +cos(2x))

Calcular las siguientes integrales indefinidas:

Trigonométricas:

t
D[ —dx;2) [ dx;3) [ —dx 1) [T cos’ x dx; 5) [tg’x dx;
1+cosx+senx 1+ sen’x 1+cos x 1+sen’x

6) Isen (5%x) cos (6x) dx

Solucion: Cambio de variable general tg(x/2)=t

X dx
Dt = |=t=>dt=(1+t)—
) g(zj ( )2

X
2tg| —
X X 2 2t
senx = 2sen| — |cos| — | = = 5
2 2

1-tg*| =
2 X 2 X g (2) l_tz
COSX=COS | —|[—Sen | — | = =

2 2 :

2t
sen X _ 1+1t2 2
dx = dt=2———dt=
Il+cosx+senx * -[Hl—t2 2t 1+t J.(1+t2)(1+t)
1+t° 1+t

—J. e t:—1n|1+t|+lln|l+t|+arctgt+C:
1+t 2

= -In +lln1+tg2§+3+c
21 2

X
1+tg—
g2

Cambio de variable para impar en coseno: senx=t

COS X 1
2) | ————dx= dt = arctgt + C == arctg(senx)+ C
)J.1+sen2x J.1+‘[2 8 & )

Cambio de variable para impar en seno: cosx=t
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Integrales Indefinidas

sen X
tg X _ COSX _dt _ dt |1 + COS X|
D o ™ j1+cosx jtﬂ+¢) J J(L+0 cosx | 7€

Cambio de variable para par en seno y en coseno: tg(x)=t

tgx =t => dt = (1+t*)dx

2 2 2
sen“x tg"x t
sen’x = 2 2. . 2. 2
sen"x+cos” x l+tg'x 1+t
2
s COs“X 1 1
COS X = = =

sen’x+cos” x 1+tg’x 1+t

1
4)I cos’ X dxm Lttt dt :I dt (i)j —dt "‘J 2dt

1+sen’ x L IHE T aet)e2e) (et (1+26%)

1+t
= —artgt + 2 arctg(x/z t)+C=—x++/2 arctg(\/i tgx)+C.

(*) Obsérvese la descomposicion
1 _At+ B Ct+d
(1+t2)(1+2t) (1+t) (1+2t%)

D=1=2A+C)t’+(2B+D)t’(A+C)t+B+D

2A+C=0 A=0

2B+D=0 B=- 1 1 -1 2
= = +

A+C=0 C=0 (u¢60+2€) (1+t%)  (1+2t%)

B+D=1 D=2

Cambio de variable para funcion racional de la tgx: tg(x)=t

tgx =t=dt=(1+t")dx = dx =dt/(1+1t*)

5) th3 xdx =

2 2
:J.(t— t2 t:tgX—lln|1+tg2x|+C:tgX+ln|cosx|+C
1+t 2 2 2

senA cosB = %(sen(A —B)+sen(A+ B))

6) jsen (5x) cos (6x) dx = %J‘(sen( x)+sen(l1x))dx ==— 21—2005(1 1x) + %cos x+C

e Integracion de funciones irracionales

Se transforma la integral irracional en otra racional inmediata.
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Ikdfxzz.[ X > =_[ dv/Jk =arcsen - +C
TR
.[ (zlxk=_[ dX/\/f =argsh ik +C

X2 + \/(\/XE] B [\/—j

[ dx _I dx/vk _argch[_)
v J(&] - "

2
b b’
Si la expresion es v/ax’ +bx+ ¢, se puede escribir: ax* +bx+c¢= (\/;x + F) + [c - —J
a

Calcular las siguientes integrales indefinidas:

Irracionales:

3 e3x
1) [Vx*=2x+2dx;?2) de;& ——=dx
I J\/3+4x—4x2 I\/ez"—l

Solucion:

l)J.\/x —2x+2 dx = j ) +1dx = J.\/sht+lshtdt jch tdt=— J.1+ch(2t))dt=

ht

=_(t+@j+czl(t+ 2Shtcmjm: %[argsh(x—lﬁr(x—1)«/(X—1)2 +1J+C

2 2 2 2

dx =1IM cosdt =lj(sent+zj dt=
2 2

2) J‘ X+3 1.[
V3+4x —4x? VJ1—sen’t
2

2
—t+C=- 4x +4X+3+Zarcsen x—l +C
4 4 4 2

ch’t sh

e3x
) | —— dx
'[\/e“—l / J.\/cht 1 cht
cht
=E(t+8h(2t)j —5( 2ShtChtj C=%argch(e )+;e \/T—1+C

2 2

dt—j ch’tdt = 1'[(1+ch(2t))dt:=
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