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CONICAS EN COORDENADAS POLARES

Introduccion

Las ecuaciones rectangulares de la elipse y la hipérbola se simplifican mucho cuando el
origen de coordenadas es su centro.

En la practica, hay muchas aplicaciones importantes de las conicas en las que es mas
conveniente usar uno de los focos como origen del sistema de referencia. Por ejemplo,
el sol esta situado en uno de los focos de la orbita de la tierra. De forma similar, la
fuente de luz de un reflector parabdlico estd en su foco.

Vamos a ver que las ecuaciones polares de las conicas toman formas simples si uno de
los focos esta en el polo.

Definicion

Conica es el lugar geométrico de los puntos del plano cuyo cociente de distancias a un
punto fijo F (llamado foco) y a una recta fija (llamada directriz) es una cantidad
constante ¢ (llamada excentricidad). Ademas, la conica es una elipse si 0 < e < 1, una
pardbola si e =1 y una hipérbola sie > 1.

Ecuacion polar de una conica (elipse, una rama de hipérbola o parabola)

1) Si el polo se sita en el foco, el eje polar es perpendicular y va en direccion opuesta a
la directriz (cuya distancia al foco es d), y la conica estd en el mismo semiplano que el
foco respecto de la directriz, entonces la ecuacion de la conica en coordenadas polares

esr=—>P , donde p es el pardmetro focal, p = d e (longitud de la semicuerda

 1—¢ coso.
focal) se obtiene para o=m/2.

Demostracion
' g . d(P, lj“) _ r
—— d(P,dir) d+r cosa

r=e-d+e-r-cosaa =

7
N

directriz

r(l-e cosa)=e-d =

eed D

Cl-e CcoSsO Cl-e cosa,
siendo d la distancia del foco a la
directriz.

2) Si el polo sigue en el foco, pero, el eje
polar va hacia la directriz, y la conica y el

i
r . . b7}
foco estan en el mismo semiplano respecto -
. . ., 1
de la directriz, la ecuacion es: i
1
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1+e cosa :
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directriz
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Un caso particular lo constituye una rama de la hipérbola
3) Si, con el mismo sistema polar de d %
coordenadas que en el caso 1), la conica y
el foco estdin en distinto semiplano
respecto de la directriz, la ecuacion es: F,
r=— P

1+e cosa
(corresponde a una rama de la hipérbola)
4) Si, con el mismo sistema polar de
coordenadas que en el caso 2, la conica y t i d
el foco estan en distinto semiplano i
respecto de la directriz, la ecuacion es

r=— P (corresponde a una rama
1—-¢ cosa i

de la hipérbola)

Paso de cartesianas a polares
2 2 2 2
: -~ 2 . y Xy
Dadas las ecuaciones canénicas y =2p x, —+-5=1, ——75=1, de una
a- b a~ b
parabola, una elipse y una hipérbola, respectivamente, en coordenadas cartesianas,
Jquiénes son p y d en cada una de ellas?

En la parabola: p=p'.
En efecto,p=de=d=p’, yaque e =1y d es la distancia del foco a la directriz lo
mismo que p.

b’ b’
En la elipse: p=—y d=—.
a c
X2 y2 X2
En efecto, —+ el =1= y=4b,/I-—, nos quedamos
a a
7 m _ con la solucion positiva y buscamos la ordenada para x=c:
i N S ] 2 22 2
94 o Asi,p:b\/l_c_z:b\/e‘—":b_.
: C a a a
—T b/
§ a% § Por otra parte, d =d(F,directriz) = P_ A = b .
: : (& V C
a
2 2
Entonces d(C,directriz)=d+c=—+c=—
C c
b’ b’
En la hipérbola: p=—y d=—.
a c
2 y2 b
En efecto, PE =1=y=+—+/x"—2a’, nos quedamos con la solucién positiva y
a a

buscamos la ordenada para x=c:
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b2

Asi, p:E\/c2 —a’ =
a

mk
b2

Por otra parte, d = P_ 74 =

a

€

Paso de polares a cartesianas
Nos planteamos ahora el problema reciproco: conocido p ;quiénes son p’, a, b?

En la pardabola: p'= p.

En la elipse: a = >, b= P
— /l _ eZ
2 2 2 2 2 2
Enefecto,p=—=a € -2 2C =a(1—c—2J=a(1—ez) = |a= p2 :
a a a lI-e
2 4 2 1.2 2 2 2 2
Del mismo modo p=-—=>p’ =b—2= b lj = b'(a > ) =b’ (I—C—2j=b2 (1-e%),
a a a a
2
luego, b’ =——,y, por tanto, | b= P
l-e 1-¢’
En la hipérbola: a = 2p , b= D .
e’ —1 e’ -1
2 2 2 2 2
Enefecto,p=—=C 3 _aS 2a = {C—z—l]=a(ez—1) = |a= 2p .
a a a e -1
2 4 2 1.2 2,2 2 2
Del mismo modo p=—=>p’ =b—2= b lg _b > a’) =b’ (C_z_lj=b2 (*-1),
a a a a
p’ p
luego, b*=——,y, por tanto, | b= .
e —1 e’ —1
Nota:
El punto més lejano y més cercano con respecto al foco se obtienen para los valores de
o=0 y a=n, respectivamente, para el caso de r = S
I—-e cosa
Asi:
r(0) = P - P c
I-ecosO0 1-e
r(m) =
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