Infinitésimos e infinitos

INFINITESIMOS

Definicion
Diremos que una funcion y=f(x) es infinitamente pequefia, infinitesimal o infinitésimo
cuando X — a (o bien cuando x — ) siy solosi limf(x)=0 ( lim f(x) =0).
X—a X—>00

De la definicién de limite se deduce:

e Si limf(x) =0, entonces para cualquier nimero &,
X—a

por pequefio que sea, existe un entorno de radio 6 (a-9, a+d) €

tal que para cada x e (a-, a+3) se verifica que [f(x)| < ¢.

e Si lim f(x) =0, entonces para cualquier nimero ¢, A
X—0

por pequefio que sea, existe un numero X, € R tal que

para cada x >xo se verifica que [f(x)| <&. IS ~

v

Ejemplos
1 g
a)  — esun infinitésimo cuando X — .
X
b)  senx es un infinitésimo cuando x — 0.
LA b T
c)  tgx-1esun infinitésimo cuando X — 0

d) Inxesun infinitésimo cuando x — 1.

Propiedades de los infinitésimos

1. Si la funcion y=g(x) es suma de una constante b y de un infinitésimo f(x) cuando x — a, es

decir y=b+f(x) , entonces lim g(x) =b. Y reciprocamente si lim g(x) = b, entonces se puede
X—a X—a

escribir g(x)=b+f(x), siendo f(x) un infinitésimo cuando x — a.
El resultado es analogo para X — o.

2. La suma algebraica de un numero finito de infinitésimos es un infinitésimo (cuando x —>a 0
X —> )
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3. El producto de una funcion acotada por un infinitésimo es otro infinitésimo. En particular el
producto de dos infinitésimos es otro infinitésimo (cuando X —>a 6 X — «).

4. El cociente entre un infinitésimo y una funcién no nula (cuando x —-a 0 X — ) €s otro
infinitésimo (cuando X > a 0 X — ).

Infinitésimos comparables
Dos infinitésimos f(x) y g(x) cuando x — a se dice que son comparables si y solo si existe

Iim m = k. Ademas:
x—a g(X)

i). Si k=0 sedice que f(x) y g(x) son infinitésimos del mismo orden.

ii). Sik=0< lim % =o se dice que f(x) es un infinitésimo de mayor orden (u orden
x—a T(X

superior) que g(x) (f(x) tiende a 0 “con mas rapidez™), o bien que g(x) es un infinitésimo de
menor orden (u orden inferior) que f(x).
Analogamente para X — o

Infinitésimos equivalentes
Se dice que dos infinitésimos f(x) y g(x) cuando x —a son equivalentes si y solo si

lim 09 =1. Escribiremos en este caso f ~ g cuando x — a.
x—a g(X)

Anélogamente para X — .

Tabla de infinitésimos equivalentes cuando x — 0

SenX ~ X ~ arcsenx
tgX ~ X ~ arctgx

2
X

1-cosXx ~—
2

a* -1~ xlna

Orden de un infinitésimo
Sean f(x) y g(x) dos infinitésimos cuando x — a, diremos que f es un infinitésimo de

orden n respecto de g si y solo si lim LX)” =k#0, keR
X—a [g(x)]

Analogamente cuando X — .
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Ejemplos
1. f(x)=5x%es un infinitésimo de orden 2 respecto de g(x)=x cuando x — 0.
En general el infinitésimo kx" es de orden n respecto del infinitésimo x cuando x — 0.

2. f(x)=7(x-1)* es un infinitésimo de orden 3 respecto de g(x)=x-1 cuando x — 1.
En general el infinitésimo k(x-a)" es de orden n respecto del infinitésimo x-a cuando
X — a. Podemos escribir O(x-a).

Teorema 1
La suma de dos infinitésimos de distinto orden es otro infinitésimo equivalente al de orden
inferior (cuando X —>a 6 x — ).

Demostracion
Supongamos que f(x) y g(x) son infinitésimos cuando X — a y que g es de mayor orden que f,

entonces lim ———*~ () +9(x) = Iim(1+g( )J 1+ lim g(x )_1+O 1.
x—a  T(X) X—a x—a f(X)

Luego f(x)+g(x) = f(x) cuando x — a. (Andlogamente se probaria para x — ).
Observacion

Por induccion, el teorema se puede generalizar para la suma de un nimero finito de
infinitésimos. La demostracion se propone como ejercicio.

Ejemplo
p(X)=5x*-4x*+2x es un infinitésimo cuando x — 0 que es equivalente a f(x)=2x ya que

3 (2 3 2
lim p(x )_I 28D dmed Gl 98 B8 Bl [E 2_ﬁx+1j:1.
x—>0f(X) x>0 2X x—0l 2X 2X 2X | x-0\2 2

Luego BX A 0= O

6/ Teorema 2

El limite cuando x —a de toda expresion de la forma E(x)f(x) donde f(x) es un
infinitésimo cuandox — a, no varia si se sustituye f(x) por un infinitésimo equivalente p(x) que
cumpla la condicion de ser no nulo en un cierto entorno reducido de a.
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Demostracion

f(x)

(E()f(x)) = Iim(E(x)f(x)%) = Iim(E(x)p(x)ﬁj = lim(E(x)p(x)) )

lim fim- g = lim (ECOPG0)

p(x
(Anélogamente se probaria para X — ).

Nota: Este teorema se puede generalizar facilmente a toda expresion de la forma

m(E(x) g‘;l((xx))gfigi:j‘;“r:(xx))], donde ) F5(X),  Fy (X),G1(X), G5 (X). G (X) SON

infinitésimos con la condicion de ser no nulos en un cierto entorno reducido de a (cuando x —>a 6
X —> ).

INFINITOS

Teorema
Si y=f(x) es un infinitésimo cuando x — a (0 bien x — o) siendo f(x)= 0 en un entorno

:wj_

reducido de a (o bien para x>Xo), entonces lim
X—a

f(x)

f(x)

= (o bien, lim

X—0

La demostracioén es obvia.

Definicion
Diremos que una funcion y=g(x) es un infinito o infinitamente grande cuando x —a (0

bien cuando x — o) si y solo si la funcion f(x) = ﬁ es un infinitésimo cuando x — a (o bien
g(x

cuando X — o).
Es decir, una funcion y=g(x) es un infinito o infinitamente grande cuando x — a (0 bien cuando

o)
)

X — o0) siysolosi lim
Xx—a ( )

g(x

9(x)

X—>00

=0 (0 bien, lim

Observacion
El estudio hecho para infinitésimos se desarrolla de manera anéloga para infinitos.
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