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%2 Limites y Continuidad de funciones de varias variables

1.- Se construye un deposito de propano adosando dos hemisferios a los extremos de un
cilindro circular recto. Expresar el volumen V de ese depdsito en funcion del radio r del

cilindro y de su altura h. .
Solucion

2.- Determinar si las siguientes funciones son acotadas:
— sen’ —e”) Xty — x’sen—— + y2sen
a) z =sen (x+y)cos(x e b) z= ¢) z=X senX2+y sen —;

X+y

Solucion

3.- Hallar el dominio y la imagen o recorrido de las funciones:

Jx’y? =9
X

a) f(x,y) = In(xy —6) b)g(xy) =

©) h(xy) =arc cos - d) p(xy) =
X +y

0z

Sollicion

4.- Hallar las curvas de nivel de las funciones:
a) z=Xxy b) z =sen(xy) ¢) z=x"+y’

Sollicion

5.- La temperatura T (en grados Celsius) en cualquier punto (X, y) de una placa circular
de 10m de radio es:

T = 600 - 0,75x* - 0,75y
Donde X e y se miden en metros. Calcular y dibujar algunas curvas isotermas:

Sollicion

6.- Calcular los siguientes limites:

2 22 4
a. lim ix yz b. hm Y ¢ lim &
(xy)=(12) X" +y () X4y eyl x* —y*
, Xy—X+y s
d. lim — e Ilim f.
(x.)-(0,0) X+y (x.y)-(0,0) [x +y’ j 0 0) senx ln(l +Y)

Soluicion

7.- Estudiar la continuidad de las funciones:

2 2
Xy X"y )
0,0 0,0
)l 5yt SENFON S s ) =00
0 si(X,y)= (0,0) 0 si (x,y) =(0,0)
oz
Soluicion
8.- Dada la funcion:
2
Xy )
0,0
f(x,y)=12x> +3y> —xy si(x.y)# (0.0) , se pide:
k si(x,y)=(0,0)

a.  Hallar, si existe, Ilim f(x,y).
’ ? oo oY)

b.  Estudiar la continuidad de f en todo R?, segiin los valores de k.
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%2 Limites y Continuidad de funciones de varias variables

Sollicion

9.- Estudiar la continuidad en (0, 0) de las siguientes funciones:

Xy .
, 0,0
a. f(x,y)=1x"+y’ si(x,y)# (00)
0 si(x,y)=(0,0)
Xy .
) : ) 0,0
b. h(x,y)= () x* +y? si(y)=( ), siendo g(x, y) una funcién continua en (0,0)
0 si(x,y)=(0,0)

tal que g (0, 0) =0. Nota: Utilizar que |xy| < %(xz +y’ )

=y hy —J )"y si ( oo)

¢ j(y)=1 x7+y’

0 si(x,y)= (0,0)
oz
Solucion
2
g ELEEY Si(xy) # (0,0) .
10.- Dada la funcion f(x,y)=¢ x°+vy . Se pide:
k si(x,y) =(0,0)

a) Hallar, si existe, lim f(x,y).
(x.y)-(0,0)
b) Estudiar la continuidad de f en todo R’ segiin los valores de k.
Solucion
2( 1 j )
y°| I+2ysen— [+ X
X

x* +y’

11.- Dada la funcion z =

. Se pide:

a) Dominio de la funcion.

b) Limites reiterados en el punto (0,0).

¢) A la vista del resultado anterior ;existe el limite de f en (0,0)? En caso afirmativo
calcularlo.

d) ¢Es continua la funcion en (0,0)?

e) Definir f(0,0) para que f sea continua en dicho punto.

Sollicion

12.- Para las siguientes funciones, probar que el valor de ( l)irr(loo)f (x,y) depende del
Xﬂy _) s

camino elegido para acercarse a (0,0):
2_4 3

a) f(x,y) = ——2 b) f(x, y) =—>

2 6

xzy4+(x—y2)2 _ Xty
RSolucion

. Se pide:

13.- Consideremos lim +y
(xy)>(0,0) Xy

a) Determinar, si es posible, el limite a lo largo de cualquier recta y = mx.
b) Determinar, si es posible, el limite a lo largo de la parabola y =X’
¢) ¢Existe el limite? Justifica la respuesta.
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“2¥ Limites y Continuidad de funciones de varias variables
Solucion

14.- Demostrar aplicando la definicion de limite que l)irr(l0 0)(y cos lj =0.
X,y )—(0, X
Solucion

x’y .
—— si(x,y)#(0,0)
f(x,y) =1x" +y’ se pide:

k si(x,y)=(0,0)

15.- Dada la funcion

a) Limites radiales en (0, 0)
b) Limites reiterados en (0, 0)
¢) ¢Existe limite en (0, 0)?

d) ;Existe algun valor de k para el cual la funclij();l sea continua en todo R*?
» Solucion

5 .y ? Caso afirmativo, calcularlo.
X'y +(y— X )

Solucion
sin ( x> +y? )

17.-Sea f(x,y)=1 x*+y? si (xy)#(0,0)

1 si (x,y)=(0,0)
a) Dominio de f.
b) Estudiar la continuidad de f.

16.- ;Existe el lim
(x.y)-(0.0)

. Se pide:

Soluicion
18- Sea £(x.y) Ty S 200

1 si (x,y)=(0,0)
a) Dominio de f.
b) Estudiar la continuidad de f.

Solucion
19.- Sea f(x,y)= 24 >y<€‘Y+ ;4X ) . X’Y)i(o’o).
0

k si (X, y) = (O, )
a) Hallar, si existe, (x,})lg(lo,())f (x,y).

b) ¢Es f continua en (0, 0) para algin valml; ge k?
Solucion

M si(x,y)#(0,0)

20.- Sea f(x,y)={ x*+y* .
k si (x, y) = (0,0)
a) Hallar, si existe, (x,})lg(lo,o)f (x, y).
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b) ¢Es f continua en (0, 0) para algun valor de k?
Xqu
21.-Sea f:R* — Rla funcién: f(x,y) =1 2x>+3y’ —xy

0 si (x,y) =

Obtener lim f(x,y) segun los valores de py q

Solticion

X +y
# (0,0
22.-Sea f:R* — Rla funcién: f(x,y)=<x>+y* s (x,y) #(0,0)

0 si (x,y)=1(0,0)

Xy’ .
23.-Sea f:R* - Rla funcién: f(x,y)=<x>+y" st (x,y) #(0,0)
0 si (x,y)=1(0,0)

Solugion
(xy) si (xy) # (0,0)

24.- Sea f :R” — R la funcién: f(x,y)=1< x* + y*
0 si (xy)=(0,0)

f segun los valores de k>0.

Solucion

2.2
Xy
25.-Sea f:D — R la funcién: f(x,y)={x’y* +x*+y

»=" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

el

si (x,y) #(0,0)

con p>0y ¢q>0.
(0,0)

Estudiar la continuidad de

Estudiar la continuidad de

Estudiar la continuidad de

o st (xy)=(0,0)

. Estudiar la

1 si (x,y) =(0,0)

continuidad de f en los siguientes casos:
a) D=R’

b)D:{(X,y)eRz/nyz,XZyz}

Solucion
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4 Limites y Continuidad de funciones de varias variables -
1.- Se construye un deposito de propano adosando dos hemisferios a los extremos de un

cilindro circular recto. Expresar el volumen V de ese depdsito en funcion del radio r del
cilindro y de su altura h.

Solucién:

El volumen V del deposito depende de los valores que tengan r y h, y es inico para cada par
(r,h) por lo que es una funcién de r y h.

V(r,h) =mr’h + gnr?’
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%%° Limites y Continuidad de funciones de varias variables

2.- Determinar si las siguientes funciones son acotadas:

1
a) z:senz(x+y)cos(x-ey) b) z= X*y c) z=xzsenL2+y2sen—2
X

-
e

Solucién:

a. z=sen’(x + y)cos(x - ey), —1<sen’(x+ y)cos(x - ey)S 1, luego, les acotadal:

X+y

b. z=

X+y

e
INo es acotada‘ pues, por ejemplo, a lo largo del eje OX (y = 0):

= —00
x—>-0 g
1 1 +
T .
-5 5 10
1
2

2o A 2
C.z=X sen;er SeIl—2

Es acotada, por serlo los dos sumandos:

1 i 1
lim x sen——O lim xzsen—zzl
x—0 X X—>+oo X
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~ Limites y Continuidad de funciones de varias variables

3.- Hallar el dominio y la imagen o recorrido de las funciones: a) f(x, y) = In(xy —6) b)

X
x* +y?

2 o) h(xy) = arc cos ¥ d) plxy) = @) j(x,y) = y4-x" —4y> .

X

glx,y) =

Solucion:
a) f(x, y) = In(xy - 6)

y < ° six<0
Dominio: xy-6 > 0 < X

y>E six>0
X

Imagen: @
(al acercarse el punto (x, y) a la hipérbola xy=6,
tiende a — o ; cuando x e y crecen, f tiende a o)

x2y? -9
b) glxy) = 1.

Dominio: X’y’=920 A x20&

Si x>0, yS—i v yZi
X X

Si x<0, ySé vV yZ—i
X X

Recorrido:

lim g(x, y) =100
xijiw
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»2" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

¢) h(x,y) = arc cos J
X

Dominio:x#0 A -1<=<l<

X <

{Si x>0, —-x<y<x

Recorrido:

Dominio: |R —{(0,0)

Recorrido: @

lirgli p(x, y) = to0

y=x
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# Limites y Continuidad de funciones de varias variables =

e) j(xy) = /4 - x> —4y?.

Dominio: 4—x> -4y’ >0 < 4>x’+4y’ &

2
X 2
—+y <1
4 y

gue es una elipse con los puntos de su interior

N

¥

@
w

Recorrido: [0,2]
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%2 Limites y Continuidad de funciones de varias variables

|

4.- Hallar las curvas de nivel de las funciones:

a) z=Xxy b) z = sen(xy)

7)
¢)z=x"+y> d) z=e[ 2) e z=6-2x-3y

a) z =Xy

[ : Son
hipérbolas.
En el dibujo: vector (xy =c, c, 1, 10)

i: I‘.ﬂ.'ﬂ* Wl.{

AR gt
' ‘T* n’m m. , :r"a ﬂm;
4"1’41 n:lh”'* Al t‘I\‘r .Ehlr o rHi

ﬁ “'1“; ]. Tﬁﬂmi'ﬂﬂlh! . M'l"f;‘ﬁ.?'r | -

|r.||ﬁ &

b. z = sen(xy)

,

sen(xy) =ce[-11]=
d=arcsence -E,E
2°2
Son hipérbolas.
En el dibujo: vector (sin(xy) =
C.z=x"+y’
_:—'_'_'_'_ i

c,c,-1,1,0.5).

x*+y° =c|. Son

circunferencias centradas
en el origen.

En el dibujo: vector (x* +y* =c¢, ¢, 1, 5).

d) z:e(xzyJ

5
Las curvas de nivel de esta funcion son de la forma ¢ =e' >/ <>2Inc = xy| que corresponden

a hipérbolas cuyas asintotas son los ejes de coordenadas.

U. D. de Matematicas de la ETSITGC
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e)z=6-2x-3y
Esta funcion es un plano inclinado y sus curvas de nivel son las rectas

c=6-2x-3} dondec=0,2,4,6,8
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%% Limites y Continuidad de funciones de varias variables

5.- La temperatura T (en grados Celsius) en cualquier punto (X,y) de una placa circular
de 10m de radio es:

T = 600 - 0,75x - 0,75y"
Donde X e y se miden en metros. Calcular y dibujar algunas curvas isotermas:

Solucién:

Observemos que las condiciones del problema nos indican que 0< x <10, 0< y <10, con
x* +y? <10?, por tanto tenemos que la funcion temperatura T(X,y) est4 acotada, por ejemplo,
entre T(0,0) =600 y T(10,10) =450 .
Si queremos precisar mas y obtener la temperatura minima de la placa, hemos de tener en
cuenta que T = 600 - 0,75x* - 0,75y* = 600 - 0.75 (x*+y?) y que el valor maximo que puede
alcanzar X +y> =107, luego la temperatura minima de la placa es T = 600 — 0.75-100 = 525.
Por lo tanto 525 < ¢ < 600 y las curvas isotermas para ¢ = 525, 540, 555, 570, 585, 600, son,
respectivamente:
0,75%% - 0,75y= 75; 0,75x” - 0,75y*= 60; 0,75x> - 0,75y°= 45;
0,75%” - 0,75y*= 30; 0,75x> - 0,75y°= 15; 0,75x" - 0,75y"= 0
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%%° Limites y Continuidad de funciones de varias variables

6.- Calcular los siguientes limites:

2 22 !
a. lim ix y2 b. lim e c. lim X3 J 7
(xy)=(12) X" +y (xy)=(-1) x4y (xy)(L) x° —y
_ 2 _ 2 2 Xy _1
d. lim XYY o gy | 22X f.olim —o
(x.¥)-(0,0) X+y (xy)-(00) { X" +y (xy)=(0.0)  senx In(1+y)
Solucion:

5x*y 10
a. lim =—=12
(y)-(12) x> +y* 5

-y’ 0 (x+y)(x-y)
b. i =—727= I ~ =J7F - 1i — =12
(X,Y)T(llrl) X+y 0 (X~Y)1—I>r(}r1) (x + y) (X,Y)gr(}rl)(x y)

4

X—y
c.
(xy)-1) x3 —y4
1=yt
alolargodelarectax=1: lim o =liml=1
y—l l_y y—l
alolargodelarectay=1: lim X—_lzg?:lim x~1 :l

olx =1 0 xo (x—l)(x2+x+1) 3

, pues de existir, seria Unico y no coinciden los limites radiales.

Luego, [no existe el limite

d  lim XY-xty_0,
(xy(0.0) x4y 0
Limites reiterados:

Hm(limf(x, y)j = lim—= = lim(~1) = -1, lim|limf(x, y)): lim? = liml=1.
x—=>0\ y—0 x>0 x x—0 y—0 x—=0

y—0 y y—0
Luego, No existe|.

De hecho los radiales tampoco coinciden (valen

2 2\2
e lim |27V | =9
(xy)>(00) | x* +y 0

2 2?2
alolargodelarectay=x: lim (X X ] =1im0=0

m

-1
+1)'

2 2

x—0 X +X x—0
2 2?2 2 2\?
alolargodelarectay =-x: lim X2—(2X)2 = lim % = =
=0 { X7 4+ (2x) =0 X7 +(2X) 25
Luego, no existe el limite|, pues de existir, seria unico.
Xy _1
f lim —° - 9?indeterminacic')n.
(xy)-(00) senx In(1+y) O
Xy _
im — ' m Yo m 1))
(xy)=(00) senx In(1+y) (¥)->(00)xy (xy)>(0.0)

utilizando las equivalencias de infinitésimos siguientes en O:
eV —1l=xy, senx=X, In(l1+y)~y.
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%%" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

7.- Estudiar la continuidad de las funciones:
2 2
o si(y)#(0,0) I si(xy) #(0,0)

fx,y)=1x> +y* s g(y)= < x* +y*

0 si(x,y)=(0,0) 0 st (x,y) =(0,0)

Solucion:
2

Xy :
si(x,y)# (0,0
Wty xt ry N FO0,

0 si(x,y)=(0,0)
Limites reiterados en (0, 0):

lim| hm f(x, y)j = hm(O) 0

x—0

lim hm f(x,y)]=1im(0)=0
y—0 X—0 y—0
Limites radiales en (0, 0):
23 2
lim £ (x Y =lim—" X i M0
(%,y)—(0,0) x—>0x +mx x—>0]+m 1

y=mx

Limite a lo largo de la pardbola x=ay?:
y y’

=lim—— a _ 2a , que depende del valor de a
-0al+1  al+l

Luego no existe el limite ( l)1n(1 f(x,y) 'y, por tanto, h‘ no es continua en (0, 0)‘
X,y)—>

Si (x,y) # (0, 0), fes continua en (X, y) por ser compuesta de funciones continuas.

2
X

b) g(x,y)=< x> +y
0 si (x,y) =(0,0)

Limites reiterados en (0, 0):

hrn(hm g(x, y)) = hm(O) 0

x—0

si (x,y) # (0,0)

4

lim(lim g(x, y)) — 1im(0) = 0
y—0 \ x—>0 y—0

Limites radiales en (0, 0):

mx’ mx 0
Iim X,¥)=lim =lim =—=0
<xy>ﬂﬂg( y)= -0 X2 +mixt o0 l4mix? 1

y=mx

Luego de existir el limite, valdria 0. Pasando a polares, se obtiene:

(rcos oc)2 (rsenat)
hmg(r cosa, rsena) =lim =

0 (rcos a)2 + (I‘SGI’IOL)4

(Depende de a?

2
I seno. cos o . ., .
No, ya que lim—; —=lim g(r)-h(r,a), siendo g(r)=r una funcién que tiende a
0 cos’a+r’sen‘a ™0

seno. cos’ o

cero cuando r tiende a cero y h(r,a)= -——— una funcion acotada. En efecto:

cos’a +risen‘a
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=" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

2
: . cos o
lim g(r) =limr=0y |h(r,a)| = |sen0c| 5 —— <1-1=1, ya que el numerador cos’a
10 r—0 cos“ot+risen o
;. . 2 2 4 . .
es menor 0 igual que el denominador cos“a +r°sen”a (pues se diferencian en un sumando

positivo).

2
g es continua en (0, 0)‘.

=0y,

Por tanto, se verifica que lim ———
xy)=>0.0) xX° +y
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%%° Limites y Continuidad de funciones de varias variables

8.- Dada la funcion:

2
Xy :
, 0,0
f(x,y): 2x* +3y’ —xy SI(X Y)i( )

k si (x,y)=(0,0)
Hallar, si existe, lim f(x,y).
a) Hallar, si existe (X,y)lil(lo,o) (x,y)

, se pide:

b) Estudiar la continuidad de f en todo R?, segun los valores de k.

Solucién:

f(x, y) esta definida en todo R? ya que 2 x*+3y*-xy>0 V (x, y) # (0, 0). En efecto, pasando a
coordenadas polares:

2x2+3y2-xy = (2r*cos’ a +3r’sen’ o -r’sen @ -cos @ = r2(2cos2 a+3sen’ o -sena -cosa ) =
r’[2+sen’ a -1/2sen(2 & )] > r[2+0-(1/2)] = (3/2)r* > 0
para (x,y) # (0, 0).

Es fécil probar que los limites radiales son 0.

2
r-cosor’sen’a ‘cos osen’a
=r

f(x,y)-0|= <

2
7 =-r=g(r)
% 3

Y ling g(r) =0.Luego, por el criterio de la mayorante, ( l)irr(l0 0)f (x,y)=0
r— X,y)=(0,

r (2 +sen’a— ; sen(2oc)j‘

2+sen’oL— ;sen(Za)

Si (%, y) # (0, 0), f es continua en (x, y) por ser compuesta por funciones continuas
independientemente del valor de k.

En (0,0):

Sik=1(0,0)=0= ( l)irr(l0 O)f(x, y) entonces f es continua en (0, 0).
X,y —>( 0,

Luego:

Si k=0, f es continua en todo R2|.

Si k #0, f es continua en R* — {(0, 0)}|.
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mLimites y Continuidad de funciones de varias variables =

Solucion:

a) f no es continua en (0, 0) ya que no existe ( l)gn&) 0)f (x, y) pues es facil comprobar que los
X,y 5

limites radiales dependen de m (pendiente de la recta por la que nos acerquemos al origen).

b) Como —% <f (x, y) < %, h(x, y) es el producto de una funcidn acotada por una funcién que

tiende a cero, luego ( 1)% 0)h(x, y)=0=h(0,0), luego, | es continua en (0, 0).
X,y >

La acotacion de arriba se obtiene haciendo:

y

X +y = Z Sena. - Z coso. =%z2 2 seno. cosa =%zzsen(2(x)s %zz =%(x2 +y2)
- v b
X" +y 2

!xz —y’ )l(y .
0,0
c. j(x,y): X2 +y? SI(XaY)i( > )

0 si (X, y) = (0,0)
Es un caso particular del apartado anterior para g(x, y) =x"-y’.

Luego, [] es continua en (0, 0)|.
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%%° Limites y Continuidad de funciones de varias variables

sen’x seny
10.- Dada la funcion f(x,y)={ x’>+y’
k si(x,y) =(0,0)

a) Hallar, si existe, lim f(x,y).
) ) > pm ()

SN0

b) Estudiar la continuidad de f en todo R, segiin los valores de k.

Solucién:
a)
2 2
lim f(xy)= lim SSLXSY_ o Xy 0,
(x3)(0.0) (3l00) x2+y? 00 x2 +y2 0

Es facil comprobar que los limites reiterados y los radiales son nulos. Pasando a polares
en este ultimo limite, se obtiene:

r—0 r—0 r 2 r—0

2
lim f(r cos o, rsena.) = lim[ (reosa) (rsena)} = ling rcos’ ocsenoc] =lim(g(r)- h(r, )]
siendo, g(r) =ry h(r,a) = cos’ asena. que verifican que ling g(r) =0 yque h(r,oc) es

una funcion acotada).
Luego| lim f(x,y)=0|

(x,y)-(0,0)

b)
Si k = 0, f es continua en todo el plano (en el origen por el apartado anterior y en
cualquier otro punto por ser cociente de funciones continuas y no anularse el

denominador). [Si k # 0, f es continua en R? — {(0,0)}| por el mismo motivo.
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%%° Limites y Continuidad de funciones de varias variables

yz(l + 2ysen1j +x°
X

x* +y’

11.- Dada la funcién z = . Se pide:

a) Dominio de la funcion.

b) Limites reiterados en el punto (0,0).

¢) A la vista del resultado anterior ;existe el limite de f en (0,0)? En caso afirmativo
calcularlo.

d) ;Es continua la funcion en (0,0)?

e) Definir (0,0) para que f sea continua en dicho punto.

Solucién:

o1 .
a) Dom =|R* —{(0,y)/y € R}|, ya que en x = 0 no estd definido —; ademas, el denominador
X

x*> +y” no se anula para ningan (x, y) salvo para (0, 0).

2
b) lim(limf(x,y)) = 1in3x—2 =1, lim lingf(x,y)): lim(No 3) =No existe.
x—0 x y—0 x— y—>

x—0\ y—0

¢) No podemos saber si existe limite o no en (0, 0). S6lo sabemos que de existir, vale 1

1
r’sen’al 1+ 2rsenosen +r?cos’a
rcosa

—1=

f(x,y)-1 =
fbcy)-1 ‘ (rosa)’ + (rsena)

j+rzcos20L—r2

r’sen’ol + 2r3sen3asen(

rcoso
‘ - ‘
1
2rsen’asen
rcoso

+cos’a—1
rcosa

sen’o + 2rsen’ asen(—

2r =g(r), con lirrol g(r)=0.

sen’o+cos’ o=l ‘scnx‘sl VxeR

L lim f(x,y)=1.
uego Mm ,f(6y)

d); Es continua la funcion en (0,0)?
\f es discontinua en (0, 0)\ pues (0, 0) ¢ Domf .

e) Definir f(0,0) para que f sea continua en dicho punto.
Tendria que ser|f(0,0) = ( l)ma) O)f (x,y)=1|
X,y )=\,

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: Métodos Matematicos 19




| &= |
|

%%° Limites y Continuidad de funciones de varias variables

12.- Para las siguientes funciones, probar que el valor de ( l)in(l0 0)f (x,y) depende del
X,y)=\0,

camino elegido para acercarse a (0,0):

X2 4 X 3
) f(x,y) = ——— > b) f(x, ) =—>—
Xy 4+ (x -y ) Xty
Solucion:
Xzy4
2) f(x, y) = —— —
Xy +(x -y )
Los limites radiales son todos nulos (comprobarlo).
44
Limite a lo largo de la parabola x = y*: lim % =lim 1 =1

y—0 vy +0 y—0

3

b) f(x, y) =—>

x? +

6

Los limites radiales son todos nulos (comprobarlo).

Limite a lo largo de lacurva x =y’: lim —
-0 X7 +X

(Existen dichos limites?
\No, ya que de existir, los limites a lo largo de todos los caminos deberian coincidir.\
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%% Limites y Continuidad de funciones de varias variables

2,2
13.- Consideremos  |im X*y . Se pide:
(xy)}>(0.0)  xy

a) Determinar, si es posible, el limite a lo largo de cualquier recta y = mx.
b) Determinar, si es posible, el limite a lo largo de la parabola y =x2.
¢) ¢;Existe el limite? Justifica la respuesta.

Solucion:
a) Cuando existe, se ha de verificar que :
] x2+y> Xy x(em?) o 1em? 1+m?
lim ———=Ilim ———=lim ———=1lim = .
(xy)>(00) xy  ymme o oxy o0 mX x>0 M m

x—0
Como vemos el valor del limite depende de la recta que tomemos para acercarnos. Asi para
m=1, el limite vale 2 pero para m=-1, el limite vale -2.
b) Cuando existe, se ha de verificar que:
2,2
. X"+
im XY oy
(y(00) Xy
¢) Los resultados anteriores indican que el valor depende del camino de acercamiento al
(0,0) y como el limite para existir ha de ser tnico, la conclusion es que \el limite no existe\.

2 2 2 2
, X"+ ., X" +X .
i L A lim —= lim
=X )(y X—0 XX Xx—0

—

=00

)

2
X

f=}
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2" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

14.- Demostrar aplicando la definicion de limite que ( l)in(l0 O)(y cos lj =0.
X,y )—(0, X

Solucion:

ycosl—O <e.

Sea € > 0. Buscamos un & >0 tal que si 0 < 4/x” +y> <&, entonces

X
Sies 4/x* +y’> < 3§, entonces: £|y|-1:\/y7sw/x2+y2 <3.

Basta, por tanto, tomar 6 = ¢ para que se cumpla la definicion.

=y|

1
COs—
X

1
ycos——0
X

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: Métodos Matematicos 22




| &
|

%%" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

15.- Dada la funcion

x’y .
f(x,y) =4 x* +y? (%)= 0.0) se pide:
k si(x,y)=(0,0)
a) Limites radiales en (0, 0)
b) Limites reiterados en (0, 0)
¢) ¢;Existe limite en (0, 0)?
d) ;Existe algiin valor de k para el cual la funcion sea continua en todo R*?

Solucion

0]

a) lim =lim

X’m x’m
x—0 2 2,2 x—0 2
yemx VXT4+mMIX Vv1+m

Xty | _ , ) Xy | . _
b liny [@ﬁJI? (0)=0. lin (lin ﬁ]%ﬂ (=0

2 2
r” cos” arsena ,
) |f(r cos oc,rsenoc)— O| = - = ‘rz cos’ ocrsenoc‘ <r’=g(r), con lrgl(}g(r) =0,

luego \el limite existe y vale 0|.

d) f es continua en (X, y) # (0,0) [para cualquier valor de kL por ser cociente de funciones

continuas y no anularse el denominador. Para k = 0, también es continua en (0, 0) pues sera:
lim f(x,y)=0=k=1(0,0).

(x,5)—(0,0)
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2" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

x* yz

16.- (Existe el lim

—? Caso afirmativo, calcularlo.
(xy)-(0.0) 44 yz n (y _ Xz)

Solucién

Los limites radiales son todos nulos (comprobarlo).

4_4

Limite a lo largo de la parabola y = x*: lim % =lim 1 =1
x>0 x*'x" 4+() x—0

no existe el limite‘ estudiado ya que depende del camino.

Luego,
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%%° Limites y Continuidad de funciones de varias variables

|

sin(x2 + y2) _
17.- Sea f (X, y) = X2 + y2 St (X,Y) = (0’0)
1 si (x,y)=(0,0)

a) Dom f.
b) Estudiar la continuidad de f.

Se pide:

Solucion
a) E1 dominio de 1a funcidn es todo E

b) En todo (x,y)#(0,0) T1a funcidén es cociente de funciones continuas cuyo
denominador es distinto de 0. En (0,0) hemos de estudiar si el Timite es

1. Pasamos a polares

2 2 2 2
SIN(x +vy) SIN((r-CoS(e)) + (r-SINCo)) ) SINCr )
#13: =
2 2 2 2 2
X +y (r-COS()) + (r-SINC(x)) r
2
SINCr )
#14: 1im —— =1
r-0 2
r

Luego f también |es continua en (0,0)|
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%2 Limites y Continuidad de funciones de varias variables =

Solucion

a) El dominio de la funcion es todo @

b)
Limites reiterados en (0, 0):
lim| lin(} f(x, y)) = lin(}(O) =0

Xx—=0\ y—
lim{lim f (X, y)|=lim(0) = 0
y—0 X—0 y—0

Limites radiales en (0, 0):
3
: : mx :
lim f(x,y)=lim—; =lim = =0
(x.y)—0 -0 X' +4m*x> x>0 x> +4m*>  4m’

y=mx

Limite a lo largo de la parabola y=ax*:
lim— 2 i —

=0 x* +4a’x*? 01442 1+

Luego no existe el limite (X,yl)ig(lo’o)f (x,y) 'y, por tanto, ff no es continua en (0, 0)|.

1 -, que depende del valor de a.
a

Si (x,y) # (0, 0), fes continua en (X, y) por ser compuesta de funciones continuas.
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%%" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

2 2 2
W ake (x,y)=(0,0)

19.- Sea f(x,y)= x* +y?
k si (x, y) = (0,0)
a) Hallar, si existe, lim f(x,y).
(x.y)(0.0)

b) (Es f continua en (0, 0) para algun valor de k?

Solucion:
a) Es facil ver que los limites radiales todos valen 2.

Aplicamos el criterio de la mayorante:

|f(r cos oL, rsenc) — =P+ (rcosa)’ rsena((rsen(x)z +(rcosa)’ ) )

(rsenat )4 +(rcosa)’

| I'5 COS2 asena I'COS asena |

| < =2r=g(1)
‘r (sen o +cos oc)‘ ‘sen o +cos oc‘ 1/2
pues ‘cos2 ocsena‘ <1, y ‘sen“on +cos* oc‘ > >
Esta ultima desigualdad puede verse con la gréafica:
v=(san xJ*4 + {cos 1-1]*'4\
0.5
-2 -1 1

O bien viendo hallando su valor minimo con el método habitual (igualando a cero la derivada
primera, etc.).

Como limg(r)=lim(2r) = 0, ya puede asegurarse que ( l)in(l0 ) f(xy)=2
r—0 r—0 oY JEA,

b) fcontinua en (0, 0) < " l)m(l f(x y) 1(0,0) <:>-
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%%" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

2 (o2 4 2
y x(y +X ) . 0.0
20.- Sea f(x,y)=1 x*+y* sile,)= 0, )

k si (x, y) = (0,0)
a) Hallar, si existe, (x,};% ’O)f (x, y).
b) (Es f continua en (0, 0) para algun valor de k?

Solucion:
a) Es facil ver que los limites radiales todos valen 0.
Aplicamos el criterio de la mayorante:

| rsenc rcosa( rsenc)’ + (rcosa )|
|f(rcosoc,rsena 0| ( ) ( ( i

(rsenoc) +(rcosa)* ‘

| I'5 COSOLSCI’] I‘COSOLSCI‘IZOL| r

IA

o |_| el
‘r (sen o +cos’ )‘_‘sen“owcos4 oc‘ 1/2 =2r=g(0)

1
pues ‘senzacosa‘sl, y ‘sen“()htcos4 (X‘ZE.

Esta tltima desigualdad puede verse con la grafica:

y=(sen x)*4 + (cos 1-:2.*"4\

0.5

-2 -1 1

O bien viendo hallando su valor minimo con el método habitual (igualando a cero la derivada
primera, etc.).

Como lim g(r) = lim(2r) = 0, ya puede asegurarse que " yl)lrI(lo . f (x, y) =0

b) f continua en (0, 0) < " 1)1n(1 f (x y) =1(0,0) < -
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%%" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

xPy? .
S ,y) = (0,0
21.- Sea f:R* — R la funcién: f(X, y) = 2x? +3y2 — Xy ! (X Y) ( ) con p>0 y q>0.
0 si (x,y) =(0,0)
Obtener (X’yl)i{}(lojo) f(X,y) segiin los valores de p y q
Solucion:

f(x, y) esta definida en todo R* ya que 2x*+3y*xy>0 V (x, y) # (0, 0).
En efecto, pasando a coordenadas polares:

2X2+3y2—xy = (2r*cos’ @ +3r-sen’ @ -r'sen @ -cos @ = r’(2cos’ & +3sen’ & -sena -cosa ) =
r[2+sen’ & -1/2-sen(2 a0 )] > r*[2+0-(1/2)] = (3/2)r* > 0 para (x, y) % (0, 0).

Ahora, expresando f(x,y) en coordenadas polares:

(rcosa)’(rsena)’ _ prac2 cos” asen‘o

f(x,y)=

1
r’ (2+sen2a—;sen(2a)) 2+sen20c—isen(20c)

Primer caso:

Si p+q<2 se cumple que “ 1)1rr(100 f(x,y) no existe, pues (x,y) = (0,0) = "> > 0
X,y)—

Segundo caso:

Si p+q=2 se cumple que N 111’1(10 f(x,y) no existe, pues depende a

Tercer caso:
Si p+g>2

Limites reiterados en (0, 0):

hm(hm f(x, y)) = hm(O) 0

x—0

hm(hm f(x, y)) =1im(0) = 0

y—0

cos” arsen’a

‘ p+q-2 1 rhra- 2

3/2

‘ (rcosa)’(rsena)’ ‘:r‘”qz

f(x,y)-0|=

1
r’ (2+sen2(x —;sen(2oc)j‘ 2+sen’al —zsen(2oc)‘

Y lil’I(‘)l g(r) =0 Luego, por el criterio de la mayorante,| lim f(x,y)=0

(x,y)—(0,0)
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2" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

3 5

X +y .
,y) = (0,0
22 Sea f:R” - Rla funcién: f(x,y)={x2ry’ ° N * OO0 o arla

0 si (x,y)=1(0,0)

continuidad de f.

Solucion:

La funcion es cociente de funciones continuas con denominador distinto de cero para
(x,y) # (0,0)

Veamos en particular para (x,y)=(0,0) el limite:

Limites reiterados en (0, 0):

hm(hm f(x, y)) = hm(O) 0

x—0

hm(hm f(x, y)) =1im(0) = 0

y—0

Limites radiales en (0, 0):

3+ m'x x+m’x® 0
lim f(x,y)=li =i =17V
(0 (%) xli%x2+ x4 XII>I<}(1+m4X2) 1

y=mx

Limite a lo largo de la parabola y=ax:

3 5,10 5.7
T
Veamos con el criterio de la mayorante
o= L FL LBy

+y| X+yt xX*+yt xXP+y? x+y x? y_

Que cumple |X| + |y| — 0 cuando (x,y) —(0,0) resulta f(x,y) —(0,0)

ILa funcion es continua en (0,0) y por lo tanto en todo R7.
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%%" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

L1

&
|
L5

2

Y si (xy) = (0,0)

23.-Sea f:R*> — R la funcion: f(x,y)=1x*+y"*

0 si (x,y)=1(0,0)

continuidad de f.

Estudiar la

Solucion:

La funcion es cociente de funciones continuas con denominador distinto de cero para

(xy) # (0,0)

Veamos en particular para (x,y)=(0,0) el limite:

Limites reiterados en (0, 0):

lim(lim f(x, y)) — lim(0) = 0

x—=0 \ y—=0 x—0

lim(lim f(x, y)) = lim(0) =0
vy

y—0 \x—0

Limites radiales en (0, 0):

2.5 2.3
) ) m-°x ) m-x 0
lim f(x,y)=Iim 5 Z 4=11m ) =—=0
()0 =0x +m'x” 0 (1+m'x”) 1

y=mx

Limite a lo largo de la parabola y=ax:

5 3
im— im0y,

0 x2 +a*x® 0 l+a'x® 1

Sin embargo,

Limite a lo largo de la parabola x=ay”:

4

. a . a a
hm%=hm — =
y0ay' 4y x20a"+]1  a"+1

El altimo limite depende de a luego no existe el limite cuando (x,y) —(0,0).

En consecuencia f no es continua en (0,0)

U. D. de Matematicas de la ETSITGC

Asignatura: Métodos Matematicos 31




|
|

~ Limites y Continuidad de funciones de varias variables

(xy)"

24.- Sea f:R” — R la funcién: f(x,y)=1 x* + y* st (xy) #(0,0) Estudiar la
si (x,y) = (0,0)

continuidad de f segiin los valores de k>0.

Solucion:

La funcidn es cociente de funciones continuas con denominador distinto de cero para
(x,y) #(0,0)

Veamos en particular para (x,y)=(0,0) el limite:

Limites reiterados en (0, 0):

hm(hmf(x y))—hm(O) 0

x—0 \ y—>

hm(hmf(x y))—hm(O) 0

y—0
Primer caso:

Si 0<k<2 se cumple que N 1)1rr(1O f(x,y) no existe, pues no es finito

2k

1
lim f =—limx** =0
g/x i’) (X Y) 2X 2 x—0 X

En consecuencia f no es continua en (0,0)
Segundo caso:

Si k=2 se cumple que 111’1’(10 f(x,y) no existe, pues depende m

24 2 2

lim f(x,y)=Iim MY fjm 2 m

(x,y)—0 -0 x* + m*x* x—>01+m 1+m4

y=mx

En consecuencia f no es continua en (0,0)
Tercer caso:
Si k>2

Ahora, expresando f(x,y) en coordenadas polares:

k
f(xy) (r-cosarseno) 202 cos® aseno
X,y)= _ - =
r (cos4oc+sen4oc) cos* a+sen‘a

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: Métodos Matematicos 32




|
i

(e

=" Limites y Continuidad de funciones de varias variables

k k
2(k-2) | COS a-sen o | < rz(kfz) 1 2r2(k,2) — g(r)

|f(X’Y)_O| - ‘cos‘*oﬁsen‘*a‘ 1/2

Y lil’I(‘)l g(r) =0 Luego, por el criterio de la mayorante, ( l)irr(l0 ) f(x,y)=0.
r— X,y)—=>(,

En consecuencia f es continua en (0,0) y por lo tanto en todo R*cuando sea k>2|

Nota:

. . , T
La funcién G(a) = cos® a.+sen‘a tiene un minimo absoluto para o = 2
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%% Limites y Continuidad de funciones de varias variables

X2y2
XY ()2 (00
25.-Sea £:D - R Ia funcién: £(x,y)={0y2 +xt sy’ - CO OO o diara
1 s (x,y) = (0,0)

continuidad de f en los siguientes casos:
a) D=R’

b) D:{(X,y)eR2 /nyz,XZyz}

Solucion:

a)

Obviamente f es continua por ser cociente de funciones continuas en todo punto distinto de
(0,0). Analizamos las funcion f en (x,y)=(0,0)

Limites reiterados en (0, 0):

lim(lim f(x, y)) = lin(l)(O) =0

x—0 \ y—0

lim(limf(x, y)) = lim(0) =0
vy

y—0 \ x—>0

Limites radiales en (0, 0):

. . m’x’ . m’
lim f(x,y)=lm——F— — = lim——— ==
(x.y)>0 =>0m X" +x +m’x” 0m +x"(1+m”)

La funcidn no tiene limite cuando (x,y) —(0,0).

En consecuencia |f no es continua en (0,0)

b)
Sin embargo en el nuevo dominio existe el limite y vale 1:

8 8 8 8 8

2.2 8
S N N S A DR SR AN R AN
X2y2+X8+y8 |X2y2+X8+y8| X2y2+X8+y8 X2y2+X8+y8 X2y2+X8 X2y2+y8
6 6 6 6 2 2
X X X
= 4 < T A +—2 50

y2+x6 x2+y6§_§§x4+x6 y4+y6 1+x? 1+y2

Resulta que [f es continua en (0,0) y por lo tanto en todo D = {(x, y) eR*/y>x’,x> yz}
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Dominio de definicion o campo de existencia.

Conjunto de valores para los cuales se pueden efectuar los calculos que indica la expresion
analitica de la funcion.

D= { X e R" tales que, existe y = f(f() }



Funcién acotada

Una funcién f:D — R esta acotada, si existe un nimero real positivo k, tal que |f (ij <k para

todo X en D.



Concepto de limite

Sean z=f(x,y) una funcién real de dos variables reales cuyo dominio es un subconjunto DcR?,
L un ntimero real y (X,,y,) un punto de acumulacién del dominio D.
Diremos queel limite de la funcion z=f(x,y) cuando (x,y) tiende a (Xo,Yo) €S el numero L y

escribiremos lim f(x,y)=L siysolosi:
(x.¥)~>(x0.%0

Para cualquier nimero €>0, existe un nim ero >0 tal que para todos los puntos (x,y)eD, siendo
(x,¥)# (X0.¥o), que verifiguen que d((X,y),(X,Yo))< & entonces sus imagenes verifican que
d(f(x,y),L)< €. Es decir:

lim f(x,y)=L < Ve >0,358 > 0, tal que, todo (x,y) # (xo,yo) con

(x,y)>(%0.0

\/(x—x0)2 +(y—y0)2 <8:|f(x,y)—L|<8.




Limites reiterados
Dos caminos usuales para especular sobre el va lor del limite de una funcién z=f(x,y) en un

punto (X,,¥,), son los dos caminos determinados por dos lados del rectangulo de la figura :

%

(2, %) > (20,%)

it .
l . 1 CMOM]_ CMOME I:K
™
y

(2g,¥)

X e (x.7) (7

Estos dos caminos proporcionan los siguientes limites que se denominan limites reiterados:

lim limf(x,y) =L lim limf(x,y) =L
y Y o y 2

X2 Xo Y72 Yo o X7 X,




Continuidad en un punto

Una funcion z=f(x,y) es continua en un punto (Xo,,Yo) siy solo si verifi ca las tres condiciones
siguientes:
1. Existe f(Xo,Yo), €s decir (Xo,Yo) €s un punto del dominio de la funcion.

2. Existe lim  f(x,y) =L, siendo L un numero real finito.
(x.y)=(x0:¥0)

3. L=f(X0,yo).



Imagen de una funcion f

Sea f:R?> — R una funcion, Imagen de f es:
Im(f)=f(R*)={yeR*/3xeV,f(X)=y} =R.



Curva de nivel
Dada la funcion z=f(x,y) y una constante c. Una curva de nivel es el lugar geométrico de los

puntos del plano para los cuales f(x,y)=c.
Isoterma

Curva de nivel correspondiente a la misma temperatura en un mapa cartogréfico.
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