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Prueba de Evaluacion Progresiva Grupo 2 13-abril-2022
MATRICES Y ESPACIO VECTORIAL

Nota: Se recuerda que las respuestas han de ser razonadas. No es valido poner un
resultado sin justificacion. Es OBLIGATORIO escribir la expresion o formula que
permite obtener la solucion.

1.- Demostrar que las coordenadas de un vector respecto de una base B son unicas
(1 punto)

2.- Sean B y (B-I) matrices de orden cuatro inversibles. Resolver el siguiente sistema
matricial

B°X+BY =0

3.- Sean los subespacios vectoriales:

{BX+Y=ZB

(1 punto)

E={x=A, y=l, z=A +u; A ,ueR}
F = {(x,y,z) eR/x-y+2z= 0}
Se pide:
a) Dimension de E y F, Bases de E , F, E+F y EnF,

b)Ecuaciones implicitas y paramétricas de EnF,
(3 puntos)

4.- Comprobar que B= {(1,2,1), (1,1,0), (3,1,1)} y B’= {(1,3,1), (0,1,1), (2,1,0)} son bases
de R3y calcular las ecuaciones matriciales de los cambios de base siguientes:

a) delabase B ala base canonica Bc

b) delabase B’ a Bc

¢) delabaseBaDB’

d) delabase B’ a B.

e) ¢Existe algin vector con las mismas coordenadas en ambas bases?

f) Calcular las coordenadas del vector (1,1,1) dado en la base B, en la base B’

g) ¢(Cual son las coordenadas de (2,1,0) en la base B’?

(3 puntos)
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2.-Solucion:

B'X4BY =0 = B>X+Y =0 [2] , sustituyendo [1] en [2] se obtiene

3B}

{BX+Y=2B:Y=2B—BX [1

B3X+B(2B—BX)=0:>1B2X+2B—BX:0:>1BX+2I—X:0:>(B—I)X=—2I =

3B~ IB- 3B-1"!

Sustituimos este resultado en la ecuacion [1] y obtenemos

3.- Solucion:

X 1 0 N X=A
y[=]0 1 ( j S qly=p ecuaciones paramétricas de E. dimE=2
z 1 1 H Z=A+U

I 0 x

0 1 y|=-x-y+z=0 ecuacion implicita, o bien .

1 1 z

dim E=2; _ base de E.

Para F:

tenemos una ecuacion cartesiana o implicita y dim (F)=2. Despejando x=y-2z

X 1 -2 N X=A-2U
yi=|1 0 ( j Sy =A ecuaciones paramétricas de F.
z 0 1 H Z=U

dim F=2; _ base de F.

b) Ecuaciones implicitas o cartesianas de ENF:
Interseccion E N F

Para sacar las ecuaciones implicitas basta unir las de E y F

- que, como se ve son independientes y forman las ecuaciones de E N F
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luego dim (E N F) = dim (R?) — n° ecuaciones = 3-2 = 1

X 1
Resolviendo el sistema. | y |=| -3 o = base de ENF, es cualquier
z -2

solucion particular del sistema.

dim (E+F) = dim E+ dim F - dim E " F=2+2-1=3

E+F=R’. La base canénica _ es una base de E+F.
4.-Solucion

Solucion:

B= {(1,2,1), (1,1,0), 3,1,1)} y B’= {(1,3,1), (0,1,1), (2,1,0)} son bases de R* porque

1 13 1 0 2
2 1 [|=-30 y 3 1 1|=3=%0
1 01 1 1 0

a) Ecuacion de cambio de la base B a la base canonica Bc

b) Ecuacion de cambio de la base B’ a la base canonica Bc

11 3)x) (1 0 2Y«x
Luego (2 1 1|y[<|3 1 L]|y'|=

10 1lz) 1 1 o)z

XY (1 0 2Y'(1 1 3)«x x) (11 3Y'(1 0 2)«

Y0=[3 10 1 (2 1 1|y|ly |»y[F[2 1 1] (31 1]y

)t 1 0) 1 0 1)z zJ {1t o1)l1 1 o)z

Operando, tenemos que
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¢) Ecuacion de cambio de la base Ba B’ =

Si llamamos P a la matriz del cambio de la base B a B’. La matriz P! ser4 la correspondiente al
cambio de la base B’ a B

d) Ecuacion de cambio de la base B’aB =

e) Para obtener los vectores con las mismas coordenadas en ambas bases resolvemos:

L
3 3 X X
% _% 2 lyl=ly No hay vectores que lo verifiquen
V4 V4
1
3 3
L 1
3 3 1 3
2 1 7
- —= 2||1l|=] = |=
D 3 3 { 3
L 8
3 3 3

2) - es el tercer vector de la propia base.
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2? Prueba de Evaluacion Progresiva Grupo 1
14-abril-2023

MATRICES, SISTEMAS y ESPACIO VECTORIAL

Nota: Se recuerda que las respuestas han de ser razonadas. No es valido poner un
resultado sin justificacion. Es OBLIGATORIO escribir la expresion o formula que
permite obtener la solucion.

1.- Demostrar que la expresion de cualquier vector de V respecto a una base de V es tinica.
(1 punto)
2.- Despejar X, simplificando lo mas posible, en la siguiente ecuacion matricial sabiendo

que A y B son matrices cuadradas del mismo orden y que A es ortogonal:
(A'l Xt ) t 4 (SAt B)-l = (A'l B) -1

(1 punto)

3.- En R3 se consideran los subconjuntos:

FZ{(X,y,Z)ER3 que cumplen las dos condiciones: x-3y+2z=0, y-z=0

G={(1,-1,0),(0,2,1),(1,1,1)) . Se pide:
a) Hallar unas ecuaciones paramétricas, unas ecuaciones implicitas, una base y la
dimension de F, G, FnG y F+G.
b) (Son F y G subespacios suplementarios?
¢) Hallar un subespacio suplementario de F.

(3 puntos)
4.- En el espacio vectorial R3, se consideran las bases:
1 1 -1
B={u,v,w} y B'={u',v,w'}, talesque, P=| -2 0 0 |esla matriz del cambio de base
1 1 0

de B’ a B. Se pide:
a) La expresion analitica del vector u' respecto de la base B.
b) Si a= (1, 1, 1) respecto de B’, hallar las coordenadas de a respecto de B.
¢) Si x+y+z=0 respecto de B, ;cual es su expresion respecto de B’.
(2,5 puntos)

5.- Hallar todos los cuadrados magicos de 3x3 cuya suma sea cero. Cuando la suma de
todos los elementos por filas, columnas y diagonales da cero se plantea un sistema de
ecuaciones lineales homogéneas. ;Cual es la dimension del subespacio vectorial
obtenido?

(0,5 puntos)

Fecha de publicacion de calificaciones: viernes, 21 de abril.
Revision de la prueba: viernes, 28 de abril previa peticion al correo: luis.sebastian@upm.es
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1.- Demostrar que la expresion de cualquier vector de V respecto a una base de V es unica.

Demostracion:

Sea B = {é’l,...,é } una base del espacio vectorial V. Por ser B base es libre y sistema

n
generador, por tanto, Vv € V existen A,,...,A €K tales que v =21 ¢, +...4+A € . Ahorasi los
escalares A ,...,A , no son Unicos existiran otros p,,...,pun, €K tales que v=p € +..+pn €,
restando las dos expresiones del vector v queda V—-V=A & +..4A € —U,E —...—U,E,
0=(A, —u,)&+.+(h, —n,)E,. Utlizando que los vectores de B son linealmente

independientes resulta: 0 =A, —pu, =..=A, -1, = A, =H;5..5h, =H1,.

2.- Despejar X, simplificando lo mas posible, en la siguiente ecuacion matricial sabiendo
que A y B son matrices cuadradas del mismo orden y que A es ortogonal:
(A'l Xt) t 4 (5At B)-l = (A'IB) -1

Solucion:
Como A es ortogonal, se verifica que A = A
ATX)'+BA'B!=(A'B) ! & (A'X")' +(5A B! =(A1B)"!

< XA +1/5B'TA=B'A & XA=4/5B'A & X=4/5B'A) A" & X=4/5B"

3.- En R3 se consideran los subconjuntos:

F= {(x, y,z) eR’ que cumplen las dos condiciones: x-3y+2z=0, y-z= 0}

G= <(1,-1,0),(0,2,1),(1,1,1)> . Se pide:

a) Hallar unas ecuaciones paramétricas, unas ecuaciones implicitas, una base y la
dimension de F, G, FNG y F+G.

b) ;Son F y G subespacios suplementarios?

¢) Hallar un subespacio suplementario de F.

Solucion:

) i L x-3y+2z=0
a) Las ecuaciones cartesianas o implicitas de F son 0 .
y-z=

Resolviendo estas ecuaciones obtendremos unas ecuaciones paramétricas:
X=a

{x-3y+2z=0
= y=a aecR

y-z=0
zZ=a

Por tanto, (X, y,z) eFo (X,y,z) = (a,oc,a) = (1(1,1,1) .
Luego, una base de F es BFZ{(I,I,I)} y dim F = 1, pues es un vector libre ademas de

generador de F.
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Como |-1 2 1j=0, los tres vectores que generan G son linealmente dependientes.
0 1 1

Eliminamos uno de ellos y nos quedamos con dos linealmente independientes. De esta
forma, una base de G es Bg={(1,-1,0), (0,2,1)} y dim G =2.

X=A
(X,y,z)eG<:>(x,y,z)=K(1,—1,0)+u(0,2,1)<:> y=-A+2u A,ueR , que son unas
Z=N
ecuaciones paramétricas de G.
x 1 0
(X,y,z)eG<:>(X,y,z)=k(1,—1,0)+u(0,2,1)<:>y -1 2|=0& —=x-y+2z=0 que
z 0 1

es la ecuacion implicita o cartesiana de G.

Teniendo en cuenta las ecuaciones de F y de G, se obtienen unas ecuaciones implicitas

Xx-3y+2z=0
de FnG: Jy-z=0
X-y+2z=0

Resolvamos este sistema para obtener unas ecuaciones paramétricas de FNG.

x-3y+2z=0 X=A

x=3y-2z=z x=3y-2z=z
= & Sqy=A, AeR.
y=z y=z
z=»\

y-z=0
X-y+2z=0

Por tanto, FM G =F y una base de Bgg Z{(l,l,l)} ,ydim FnG=1.

dim(F+G)=dimF+dimG-dim FNG =1+2-1=2 = F+ G es un plano.

De hecho F + G es el plano G que a su vez contiene a la recta F.

b) F y G no son subespacios suplementarios pues F+ G # R3.
¢) Un subespacio suplementario de la recta F es cualquier plano vectorial que no la contenga.

1 10
1 0 0]# 0= un subespacio suplementario de F es el plano vectorial generado por los
1 0 1

vectores {(1,0,0),(0,1,0)}

4.- En el espacio vectorial R3, se consideran las bases:

1 1 -1
B={u,v,w} y B'={u',v,w'}, tales que, P=| -2 0 0 |es la matriz del cambio de base
1 1 O

de B’ a B. Se pide:
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a) La expresion analitica del vector u' respecto de la base B.
b) Si a = (1, 1, 1) respecto de B’, hallar las coordenadas de a respecto de B.
¢) Si x+y+z=0 respecto de B, ;cual es su expresion respecto de B’.

Solucion:
Ecuaciones del cambio de base de B’ a B.
Supongamos que un vector tiene por coordenadas (x,y,z) y (x',y',z") respecto de By B’

respectivamente, se verifica:

'

X 4 4y a5 | X
=|a, a, a "< [X], =P[X]
y 2 An An ||y B L
1
Z a3 Ay A3 )\Z
que representan las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de B’ a B, siendo P la
el |

matriz del cambio de la base B'={u',v', W'} alabase B ={1,V,w}.

Segun el enunciado tenemos:

X I 1 -1)(x'
yi=|-2 0 0]y
z 1 1 0)\z'
Las columnas de la matriz son las coordenadas de los vectores de la base B’ respecto de la base B =
i'=(L-2,1)=u-2v+w
b) a= (1,1, 1)=(x’,y’, z’) y por el cambio definido por P:
X I 1 -1)x' I 1 -1)\(1 1
yl=]-2 0 O0fy'|=|2 0 O0||l|=|-2|=a=(,-2,2)
z I 1 0)\z I 1T O\l 2

c)

Utilizando las ecuaciones del cambio de base de B’ a B y sustituyendo x+y+z=0, resulta:
X I 1 -1)x' Xx=x+y'-z'
yl=[2 0 0|y |eqy=—2x' =S X+y+z=2y'-z'=0;
z 1 1 0){z' z=x'+y'

5.- Hallar todos los cuadrados magicos de 3x3 cuya suma sea cero. Cuando la suma de
todos los elementos por filas, columnas y diagonales da cero se plantea un sistema de
ecuaciones lineales homogéneas. ;Cual es la dimension del subespacio vectorial obteido?

Solucion:
a |b |c
d |e f
g |h |1

Se plantea un sistema de 6 ecuaciones lineales homogéneas con 9 incognitas

Abhora si incluimos las diagonales: se plantea un sistema de 8 ecuaciones lineales homogéneas
con 9 incodgnitas
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a+b+c=0 b=-a
d+e+f=0 c=0
g+h+i=0 d=-a
a+d+g=0 e=0

= =

b+e+h=0 f=a
c+f+i=0 g=0
at+e+1=0 h=a
ct+e+f=0 i=-a

a | -a 0

-a| 0 a

0 a -a

|Subespaci0 de dimension 1|

U. D. de Matematicas de la ETSITGC ALGEBRA Y GEOMETRIA 5



	segundaprueba1B (1).pdf
	1.- Demostrar que las coordenadas de un vector respecto de una base B son únicas


