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FORMULA DE TAYLOR

EJERCICIOS DE MATEMATICAS CON DERIVE

La resolucion de problemas de Matematicas ha sufrido un importante cambio en los
ultimos tiempos. La posibilidad de utilizar un sistema informatico con capacidades de
calculo simbolico, cédlculo numérico y representaciones graficas ha permitido abordar
problemas mas complejos con un importante ahorro de tiempo y exentos de errores de
calculo. Ademas las posibilidades graficas permiten una visualizaciéon imposible de
realizar sobre una pizarra. Obviamente, la ensefianza de las Matematicas no debe ser
ajena a esta realidad, y por ello nos hemos planteado la incorporacion de “Practicas de
Matematicas con DERIVE”.

Esta quiere ser una nueva forma de trabajar, basada en un enfoque experimental
de las matematicas, aprovechando las capacidades de los actuales sistemas informaticos,
y dirigiendo el trabajo del alumno hacia objetivos docentes.

Utilizamos el programa de célculo simbdlico DERIVE, cuyas principales ventajas
son su agilidad y rapidez, asi como su facilidad de uso y requerimientos minimos de
hardware.

El objetivo fundamental no es, por supuesto, ensefar a usar el programa DERIVE,
sino mostrar como se puede usar dicho programa para facilitar el aprendizaje de las
Matematicas.

La filosofia que ha guiado la elaboracion de estas practicas ha sido la de aprovechar
las posibilidades de experimentacion con dos finalidades: por un lado ayudar a la
comprension de diversos conceptos dificiles, y por otra parte utilizar las herramientas
disponibles para resolver problemas matematicos de distinta complejidad, incidiendo de
especial manera en aquellos cuyos calculos suponen un extraordinario ahorro de tiempo.

Por ultimo, la metodologia desarrollada en las practicas permite a cada alumno su

realizacion y la comprobacion de los conocimientos adquiridos, es decir una
autoevaluacion de sus progresos.
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FORMULA DE TAYLOR

Brook TAYLOR
1685-1731



FORMULA DE TAYLOR
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FORMULA DE TAYLOR

1. Conceptos sobre el orden del Polinomio de Taylor.

Objetivos: Observar como, a medida que aumenta “n”,
e sixes fijo, la aproximacion f(x)=T, [f(x),a] va siendo cada vez mejor
e six varia, la aproximacion anterior es buena cada vez para mas valores de X.

a) Calcular los Polinomios de MacLaurin de grado 1,3,4, de la funcion
In(1+x) y sus restos correspondientes.

Indicacion: Utilizar la funcion vector(Taylor(In(1+x),x,0,n),n,1,4) para calcular
conjuntamente los polinomios de Taylor de grados 1 a 4 .

Con la funcion:

vector(dif(In(1+x),x,n),n,2,5) =

obtener conjuntamente las derivadas de 6rdenes 2 a 5 de f(x) y, a partir de ellas, los

n+l)
(f +(10))'Xn+1, 0<c<x.
n :

restos de Lagrange: R (X):

Nota: En lugar de la funcion vector puede usarse table (con sintaxis similar) y
DERIVE oftrece el resultado en forma de columna en vez de fila, numeradas las filas de
dicha columna.

Grado Polinomio de MacLaurin Resto de Lagrange

b) Representar la funcion In(1+x) y sucesivamente, los polinomios hallados,
observando las gréaficas. ;Cudles de los polinomios calculados pueden dar un valor
fiable de In(1.5), (x = )?

Nota: Trabajando graficamente, se considera que el polinomio de Taylor T, da una
aproximacion fiable de f(x¢) si las graficas de f y T, se superponen en X, . Este
concepto no es riguroso pues depende de la resolucion de la pantalla y la escala con la
que se trabaje. Para este apartado se sugiere la escala x=0.5 , y=0.5
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FORMULA DE TAYLOR

Grado 1 3 4

Si/No

¢) (Cual es el menor grado del Polinomio de Taylor de In(1+ x) en a=0 para
obtener una aproximacion fiable de In(1.5) a escala x = 0.5, y = 0.5?

d) Dibujando de nuevo, una a una y borrando las anteriores, las graficas de los
polinomios de Taylor hallados, indicar para cada grado, el intervalo donde es fiable la
aproximacion por el correspondiente polinomio de Taylor.

orden n 1 3 4

Intervalo

e) Utilizando la funcion table(dif(In(1+x),x,n),n,1,5), obtener la derivada

f‘”(x):

Luego, el valor absoluto del resto de Lagrange de la Férmula de MacLaurin es:
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FORMULA DE TAYLOR
(Para qué grado se obtiene una aproximacion de In 1.5 con un error menor que

0.005? n= , ya que:

|Rn (0.5)| < < 0.005 'y, escribiendo un vector cuyas coordenadas sean

las cotas del error para varios valores de n, se obtiene:

table( ,n,1,6) =

Aproximacion: Inl.5 = P,(0.5) =

Luego, -0.005 |<In(1.5)< +0.005

Es decir, <In(1.5) <

f) Calcular con DERIVE Inl1.5 - P, (0.5) =

(Esta este error dentro de los limites permitidos en el apartado e) para la cota del error?
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FORMULA DE TAYLOR

2. Conceptos sobre la proximidad al punto del desarrollo.

Objetivo: Observar como, cuanto mas proximo estd el valor de x al punto a, mejor es
la aproximacion f(x) =T, [f(x) , a]

a) Obtener el polinomio de Taylor de grado 2, en a=0, de la funcion Y1+ x :

y representar graficamente ambas funciones.

T, {/ﬂ,o] =

Observar graficamente la fiabilidad de la aproximacion f(x)~ T, \3/1+X,0J para los
valores:

Vs x= ), 0.1 (x= ), 0.5 (x= ), V1.5 (x= ). Ordenarlos de mayor

a menor fiabilidad utilizando la escala x=0.5, y=0.5.

Mas fiable Menos fiable

b) (Coémo influye el valor de x en la fiabilidad de una aproximacion?
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FORMULA DE TAYLOR

¢) Estimar los valores y los errores cometidos al aproximar el valor de /1.5

(x= )y ¥0.5 (x= ) con el polinomio de grado dos obtenido en el apartado
a).
Aproximar el valor de Valor aproximado Error estimado, menor que:

V1.5
4035

Sustituimos x por en T, V1+x ,OJ, obteniéndose
f(x)= y su gréfica es

mix| £ () |= ()=

: asi: |R3(O.5)|S

n

X3 X3 )
|R,(x)|= ‘Ef” (c) S;max 9 (x)

1 [003]

Analogamente para el segundo caso:
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FORMULA DE TAYLOR
d) Aproximar los valores de /1.5 (x = ) yde ¥0.5 (x= )
con un error menor que 0.001, mediante el polinomio de MacLaurin de grado adecuado

de V1+x.

Valor exacto Orden del polinomio utilizado Valor aproximado

V0.5

En efecto:
e Para el primero de los valores:

Primer método: El utilizado en el apartado 1.-e)

£ (x) =
= fn+l) (X) —
n+l
|R,(0.5)] < 057 mix £ (x)| <l
(n+1)! loos] 10°

Escribiendo un vector cuyas coordenadas sean las cotas del error para varios valores
de n, se obtiene:

table( ,n,1,4)=

( b > > )

Luegon=
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FORMULA DE TAYLOR

Segundo método: Utilizando la funcion

table(Taylor(3/1+x , x, 0, n), n, 1,6) y sustituyendo x por 0.5 se obtiene:

( 9 9 b
Luegon=
e Analogamente para /0.5 (x = ) :
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FORMULA DE TAYLOR

JI+2tgx -e* +x°

e) Calcular, aplicando Taylor, lim
% arcsenx - senx

e Primer polinomio no nulo de /1 +2tgx -¢* +x’=

e Primer polinomio no nulo de arcsen X — sen x =

J1+2tgx -e* +x°

lim = lim
0 arcsenx - senx x>0

Unidad Docente de Matematicas
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REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Jacob BERNOUILLI
1654 — 1705



REPRESENTACION DE FUNCIONES

1. Sea la funcién f(x)=x’e"". Se pide completar el siguiente cuadro y

representar dicha funcion.

Dominio y
Simetrias

Asintotas verticales

Asintotas horizontales

Asintotas oblicuas

Crecimiento

y
Decrecimiento

M3aximos

y
Minimos relativos

Concavidad

y
convexidad

Puntos de inflexion

Unidad Docente de Matematicas 15



REPRESENTACION DE FUNCIONES

2. Para la funcién g(X)z%/(X2 —4)* completar el siguiente cuadro y

representar dicha funcion.

Dominio
y
Simetrias

Asintotas Verticales

Asintotas horizontales

Asintotas oblicuas

Maximos

y
Minimos relativos

Crecimiento

y
Decrecimiento

Puntos
de
inflexion

Concavidad

y
convexidad
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REPRESENTACION DE FUNCIONES

3. Se trata de resolver la ecuacion X —2cos(3x)+e* =0

e ;Proporciona el comando Resolver alguna de sus raices?

e Entonces, representamos la funcion y = x — 2 cos(3x) +¢”

118 +

e ;Cuantas raices reales existen?

e En qué intervalos se encuentran?

e Dar una solucidon aproximada de cada una de ellas, utilizando en el menu de la
ventana Algebra, los comandos: Resolver Expresion, Numérico, Intervalo.

Intervalo

Solucién

Unidad Docente de Matematicas 17



REPRESENTACION DE FUNCIONES

4. Sea f'(x)=e*(5x’ —1) la funcién derivada de una cierta funcion

y=f(x).
6
a) Representar graficamente 4 _ *
()
2
b) Hallar los valores en = 2 4 6
donde f’(x) = 0.
—2

A partir de ellos y del signo de f°(x):

¢) Senalar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x)
observando la grafica.

f es creciente en

f es decreciente en

d) Indicar los extremos relativos de f(x).

Miaximos relativos

Minimos relativos

e) Razonar si la funcion f puede estar acotada superior o inferiormente.
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REPRESENTACION DE FUNCIONES

f) Determinar los intervalos de concavidad y convexidad de f(x).

f es convexa en fes concava en

g) Esbozar una de las posibles gréaficas de f(x) considerando que pase por el
punto (0,0).

h) Verificar si es correcta. Para ello integrar la funcién f'(x) y representar
graficamente el resultado obtenido.

(Pasa por (0,0)?

Razona si es inica la

solucion para f(x)

e Hallar k para que f(x) pase por (0,0)

e Represéntala ;En qué se parece a la grafica esbozada?
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REPRESENTACION DE FUNCIONES

5. Completar el cuadro siguiente para la curva definida por las ecuaciones

' X = tgt
parameétricas
y =cost
Campo de

variacion de t

Simetrias

Periodicidad

Asintotas
verticales

Asintotas
horizontales

Asintotas oblicuas

Interseccion

con las asintotas

Puntos criticos

Puntos de tangencia
horizontal

Puntos de tangencia

vertical

20 Unidad Docente de Matematicas




REPRESENTACION DE FUNCIONES

Refleja el estudio por ramas de la variacion de la curva en el siguiente cuadro

Signo de
Variacion | Variaciéon | Variacion . Signo | Signo | . y'(t)
X )=
ent en x eny Variaciéneen (x.y) | 4o x’(t) | de y’(t) y(x) x'(t)

Representar por ramas la curva dada

2

-6 -4 -2 2 4 6
-2

Unidad Docente de Matematicas
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REPRESENTACION DE FUNCIONES
6. Completar el cuadro siguiente para la curva definida por las ecuaciones paramétricas

t
X =
-t
I+t
y e

Campo de variacion
det

Simetrias

Periodicidad

Asintotas
verticales

Asintotas
horizontales

Asintotas
oblicuas

Interseccion
con las asintotas

Puntos criticos

Puntos de tangencia
horizontal

Puntos de tangencia
vertical
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e Sefala en R las ramas de la curva segun los valores de t

REPRESENTACION DE FUNCIONES

e Refleja el estudio por ramas de la variacion de la curva en el siguiente cuadro

Variacion
ent

Variacion
en x

Variacion
eny

Variacion en (X,y)

Signo
de x’(t)

Signo
de y*(t)

yx)= 2

Signo de

x(1)

Unidad Docente de Matematicas
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REPRESENTACION DE FUNCIONES
e Representar por ramas la curva dada
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REPRESENTACION DE FUNCIONES
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CALCULO DE PRIMITIVAS E INTEGRAL DEFINIDA

Georg Friedrich Bernhard RIEMANN
1826-1866



CALCULO DE PRIMITIVAS E INTEGRAL DEFINIDA.

Unidad Docente de Matematicas
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CALCULO DE PRIMITIVAS E INTEGRAL DEFINIDA.

1. ;Qué funciones son primitivas de la funcién cosx? Tachar lo que no
proceda

2sen(x) | 2+sen(x) | sen(x+2) | sen(x)

SI NO | SI NO (SI NO | SI NO

2. Hallar J‘COS(X)dX —

3. Sean f(x)= 2+ sen(x) Si.x <0 g0 2cos x s.i x<0
0 six>0 0 six>0
Calcular una primitiva continua de:
fx) g(x) ) 8(x) 020

4. Hallar usando DERIVE una primitiva de X" Vn e R-{0}.;Como
considera DERIVE el resto de las variables que no son propiamente la variable de
integracion?

n+l n+l

en vez de
n+1 n+1

Observe que DERIVE devuelve como primitiva

[ Tiene alguna ventaja la primera opcion frente a la segunda?

(Podriamos indicarle algo a DERIVE acerca de la variable n para que la

n+l

(7

primitiva sea !
n+1

28 Unidad Docente de Matematicas




CALCULO DE PRIMITIVAS E INTEGRAL DEFINIDA.

Nota: Cuando DERIVE al simplificar una integral, responde con la misma expresion, la
mayoria de las veces, es debido a que no existe una funcioén primitiva, o aun existiendo,
no es expresable mediante un niamero finito de operaciones entre funciones elementales,

' dx
por ejemplo, | ——
nx

5. Mediante el método de descomposicion en fracciones simples, calcula en
cada caso ,A, B, C, y D. Calcula la primitiva.

I I dX:J A dX+ILdX=
X’ —4x+3 ( ) ( )
I—X—i_l dXZJ. A dX-I-I B dx =
x'+4x+4 ( ( )
X' —x Ax+B
e )dX+I( e =
I X +1 :J. Ax+B dx+j Cx+D dx =

X
(x* +1)(x* +4) ( )

Unidad Docente de Matematicas 29



CALCULO DE PRIMITIVAS E INTEGRAL DEFINIDA.

6. Para cada una de las integrales siguientes, hallar:

Primitiva

Valor de
la integral

Area del recinto limitado por la
curvay el eje OX para los
valores de x correspondientes.

[' xIn(x +3)dx

[ x cos(3x)dx

—dx
'(x=0.5)

[ tgxdx

30
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CALCULO DE PRIMITIVAS E INTEGRAL DEFINIDA.

7. Calcular el area encerrada por :

a) y=6x—-x’, y=x"—-2x

Representacion Gréfica:

b) y'=x"—-x"

Representacion Gréafica:

¥
'R

.4

]

-4

-6

8.2 8.4 8.6 8.8 1 1.2

Unidad Docente de Matematicas
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CALCULO DE PRIMITIVAS E INTEGRAL DEFINIDA.

¢) Comun a los circulos X+ y2 =4, x’+ y2 =4x

Representacion Gréfica:
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CALCULO DE PRIMITIVAS E INTEGRAL DEFINIDA.

Unidad Docente de Matematicas
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INTEGRALES IMPROPIAS Y CALCULO DE AREAS

Leonhard EULER.
1707-1783



INTEGRALES IMPROPIAS. CALCULO DE AREAS.

Unidad Docente de Matematicas
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INTEGRALES IMPROPIAS. CALCULO DE AREAS.

1. Calcula [* 1
0x-0.5

dx = .Dibuja la gréfica

1 5o para x>0.5y 1
x—0.5 x—0.5

¢Encuentras sorprendente el resultado? D
¢Se ha equivocado DERIVE? | | ;Porqué?

Teniendo en cuenta que <0 para x<0.5

¢Qué le ocurre a esta integral? |
¢Cudl seria el valor del area?: |

2.

a) Calcular j:idx con DERIVE.;Qué se obtiene?
e

¢Porqué?

b) Con Introducir, Dominio de una Variable, p, Reales, considerar
sucesivamente p<0, p=0 y p>0 y determinar si es convergente o divergente, en cada

_ -1
caso, la integral jo —pdx
e X

p<0 p=0 p>0

Caréacter

Valor

3. Al ser ["cosxdx =lim[ cosx dx =lim(senb) y no existir dicho
limite, pues la funcion senx oscila indefinidamente entre -1 y 1, decimos que
I:COSX dx no existe o diverge por oscilacién ¢ Qué dice DERIVE acerca de

[ cosxdx?
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INTEGRALES IMPROPIAS. CALCULO DE AREAS.

4. ¢Esimpropia la integral J']l_ CoSX

0

=2 x?
X

¢Porqué?

5. Analizar el caracter de las siguientes integrales utilizando el criterio de

comparacién con ayuda de sus graficas:

. Integral de . -
Integral dada <6> referencia Caracter Graficas
I
» Senx
[ x
» 2 + COS X
[ S22 dx
" X
- 1 |
[[————dx |
X" +4X+5
1]
dx
J."(1+x)«5( I

Unidad Docente de Matematicas
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INTEGRALES IMPROPIAS. CALCULO DE AREAS.

6. Analizar el cardcter de las siguientes integrales utilizando el criterio de
comparacion en el limite y/o con ayuda de sus graficas:

Integral de | Limite del cociente

) . Graficas Caracter
referencia de funciones.

Integral dada

e dx
b

38 Unidad Docente de Matematicas



INTEGRALES IMPROPIAS. CALCULO DE AREAS.

7. Aplicando la definicion de integral impropia y con ayuda de la grafica,
calcular el area del recinto limitado por la funcién y el eje x en el intervalo propuesto

Integral | que da

Calculo mediante

Caracter de I.

09 [2.0] Grafica S limite Valor de S
L 0,1
(X _ 0.5)2 [ 1 ]
N
X +2x+2| R
sen’x [0,00)
= (1, )
, o0
XA/ x? =1
Inx (0,1]
Unidad Docente de Matematicas 39




INTEGRALES IMPROPIAS. CALCULO DE AREAS.

8. Sila funcién y = — gira alrededor del eje x para x>1, engendra un sélido
X

de revolucion, llamado a veces Horno de Gabriel, cuyo volumen V nos lo proporciona

2
la integral impropia JTO 7[(1) dx .
X

La superficie de revolucion de dicho sélido viene dada por

S=27z [ f(x)/1+(f'(x))’ dx =

- 1 1 V=
2 _[1 — |1+ —dx- Calcula con DERIVE. {
X X S=

(Cuanta pintura cabe en el Horno de Gabriel, si la unidad de longitud en la recta real es
el dm?

. Qué cantidad de pintura se necesita para pintar el exterior del Horno?

Una vez repuesto/a de la sorpresa intenta dar una explicacion.
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INTEGRALES IMPROPIAS. CALCULO DE AREAS.
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL

Gottfried LEIBNIZ

1646 -1716



APLICACIONES DE LA INTEGRAL
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL

Objetivo: Aplicar correctamente las formulas de aplicaciones de la integral definida,
utilizando la capacidad grafica de DERIVE para calcular los limites de integracion, asi
como las funciones de DERIVE previamente definidas sobre el tema.

1. Funciones dadas por su ecuacion cartesiana
a) Longitud del arco de la curvay = In(1-x?), desde x = 0 hasta x = ; .

Planteamiento y solucion:

t-1

b) Superficie de revolucion, engendrada por la funcion y = coshx, al girar
alrededor del eje de abscisas, en [0,1].

Planteamiento y solucion:

8.5 1 1.5
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL
¢) Area del triangulo curvilineo determinado por los puntos V(3,0),

2 2
P£4,§] y Q(4,0) de la hipérbola % —y? -1

Planteamiento y solucion:

-1

-2

-3

d) Volumen del so6lido de revolucion, engendrado al girar la curva

y2 =2xe  2* alrededor de su asintota.

Planteamiento y solucion:
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL
2. Funciones dadas por unas ecuaciones paramétricas

NOTA: Para representar una curva dada por unas ecuaciones paramétricas:
e Se escriben sus ecuaciones entre corchetes: [x(t), y(t)]

e Se pulsa el icono de Representar en 2D dos veces, la segunda vez, DERIVE
pide el intervalo en que se desea representar.

X = cos’t

a) Hallar el area encerrada por la curva s
y =sen’t

Planteamiento y solucion:

1

b) Calcular el volumen de revolucioén, engendrado por la rotacion del area

X =t —sent
encerrada por un arco de la cicloide y el eje x, alrededor del eje y.
y =1—cost

Planteamiento y solucion:

-4
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL
X = cos’t

¢) Hallar el perimetro de la curva 3
y =sen’t

Planteamiento y solucion:

d) Calcular la superficie de revolucion engendrada por la rotacion de la region

X = e‘cost

yis
determinada por la curva { te {0,5} y el eje y alrededor del eje de

y = e'sent

abscisas.

Planteamiento y solucion:
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL

3. Funciones dadas en forma polar.

NOTA: Para representar una curva dada por su ecuacion polar se dan los siguientes
pasos:
e Se escribe la ecuacion polar r(a)
e Se pulsa el icono de Representar en 2D y en Seleccionar elegimos Sistema de
Coordenadas Polares
e Alpulsar de nuevo Representar en 2D, DERIVE pide el intervalo de o que se

quiere dibujar.
r = 3coso
a) Hallar el area comun a las curvas
r =14 cosa

Planteamiento y solucion:

-1 i 2 3

b) Calcular el volumen de so6lido de revolucion engendrado por la rotacion,
alrededor del eje polar, de la curva r = 3 sen(2a).

Planteamiento y solucion:
3 . .

48 Unidad Docente de Matematicas



APLICACIONES DE LA INTEGRAL
¢) Hallar la longitud de la curva r = 1+cos a.

Planteamiento y solucion:

8.5

d) Calcular la superficie de revolucion que engendra la curva r = 2(1-cosa), al
girar alrededor del eje polar.

Planteamiento y solucion:

-4 -3 -2 -1 1

-1

-2

-3
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1. Estudiar la existencia de solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones:

x+3y+z=10 5x-11y+9z=4| [x-5y+3z=0
Sistema 2X—-y+5z2=15 X-3y+5z=2 —-X+06y—-z=2
4x+2y-3z=-1| |2x-4y+2z =1 X—-4y+5z=4

Aplicando
Resolver

Aplicando
SOLUTIONS

Matriz
ampliada A*

Aplicando
ROW_REDU
CE a la matriz

A*

Tipo de sistema

Solucion
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

X-y+2z-t=1 2Xx-y+z=5 X+y+Z+t=l
2X+y—-z+t=-2
: 6x+2y—-2z=8 2X—-y—-z+5t=1
Sistema 2y+z-3t=1 ox+ Ay —d7 = —2
3x+z=-1 y - 3x—-t=0
3X+2y+2z2-3t=0 Ax+3y-3z=3

Aplicando
Resolver

Aplicando
SOLUTIONS

Matriz
ampliada A*

Aplicando
ROW_REDU
CE a la matriz

A*

Tipo de sistema

Solucion
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

X+2y+3z+4t=a
2. Resolver el sistema < x + 2y + 4z +5t=b segun los valoresde a, by c.

2x+4y +5z+7t=c

Matriz ampliada A*=

a) Con la funcion ROW_REDUCE este sistema es equivalente a otro cuya

matriz ampliada es , que es un sistema

b) Con Resolver DERIVE dice:

¢) Con SOLUTIONS
(Es correcto el resultado?

d) Utilizando la funcién PIVOT (A*,1,1), obtenemos

Con PIVOT(A,.2,3), queda: A, =

Por tanto, ROW_REDUCE, Resolver y SOLUTIONS no dan una respuesta correcta

ya que el sistema es compatible si y solo si

y, en este caso, la solucion es:

X = 5 y: s 7z s t:
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

3. Resolver los siguientes sistemas, dados en forma matricial, utilizando

2 -2 4 1 X
ROW_REDUCE, ysiendo A=|-1 3 4 || B=|1|, X=|y
1 -2 -3 1 z

Sistema AX=0 AX=X AX=B

A*

ROW_REDUCE(A*)

Solucién

Tipo de sistema
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

4. Hallar el rango de las matrices siguientes utilizando la funcion
ROW_REDUCE.

Deducir ademas, para cada matriz, si es inversible y calcular su inversa:

A ROW_REDUCE (A) | rango(A) Al

1 2 -3
2 5 4

1
3
7

2 -1
0 1
-2 1

N = =
whn W N
(@)

(@)

10

—_— o N W
|
—_
W N = =
N N O

E N \S VS I\

[V, BV, B N
(V)]
[\

14 14

—_
N W —
W N

(Qué significa el que aparezca una fila de ceros al aplicar ROW_REDUCE a una
matriz ?
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

5. Hallar por bloques la inversa de la
2 1 -1 2
A I3 2 =3 (A Ay
-1 2 1 -1 A, A,
2 -3 -1 4

AyB +ApB, =1,
ABp +A;By, =0
AyB +A,B, =0
AyB, +AyBy, =1,

Bll B12

Si llamamos A ™ =£
B21 B22

-1
j, entonces AA =1, <

matriz

Como A,,, A,, son inversibles comenzamos a resolver el sistema despejando B,, en la

2%y sustituyendo en la 4* y se obtiene:
B,, =(A,, _A21A1_11A12)_1’
luego sustituyendo en la 2?
B, =A]A;,By
Ahora en la 3° despejamos
B, = _AgzlAleu
y sustituyendo en la 1?
B, =(Ay _A12A521A21)71 .

Si tomamos como bloques:

Nt NG
"l o3 2l2 -3

Obtenemos:

B11= B,,=

BZI= B22=

Unidad Docente de Matematicas
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

6. Hallar la inversa utilizando el método de Gauss :

Escribiremos previamente la matriz identidad de igual orden que la matriz A,
In:=IDENTITY_ MATRIX(n)

- o O O

1 2 3
A 2 5 7 -2 0
0 -2 1

2 -4 -5

APPEND_COLUMNS(A,In)=B

ROW_REDUCE (B)
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

b-1 b+1)x (b—1)2 _ b-1 b+l
7. Resolver = < AX=K siendo A=

b-1 3b \y b1 b-1 3b
(b—1)
K= .
g [b2—1

Calculamos det(A)= =0

a) Sib= y b# entonces |A | # 0, luego el

sistema es de Cramer, por tanto X=A"'K, obteniéndose la solucién general

C={
b) Si b= sustituimos en A* y efectuamos ROW_REDUCE(A®)
= , el sistema es y por tanto
C={
¢) Si b= sustituimos en A" y efectuamos ROW_REDUCE(A")
= , el sistema es y por tanto
C={
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I 01
8. Hallar AM neN siendo A=| 0 1 1| aplicando el Principio de Induccion.
1 01

Utilizaremos como ayuda para el calculo de las primeras potencias
VECTOR(A",n,2,4).

A2= Ad= At =

A" =

Demostracion de que la matriz Al es la correcta:

1.- Para n=1 la expresion A" es cierta

A=

2.- Suponemos que es cierta para n y se demuestra para n+1; es decir, demostramos que:

AH+1 —

An+1=An'A: . —
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ESPACIO VECTORIAL

1. Contestar a las cuestiones que se plantean en los siguientes apartados:

4 11 -1 6
6 17 -7 10
a) Hallar el rango de la matriz A =
3 -3 2
2 5 -3 4

b) Sea H el sistema de vectores de R* formado por los vectores fila de la
matriz A; rango(H). Indicar los vectores linealmente independientes de H

¢) Sea F el subespacio vectorial de R* generado por los vectores fila de la
matriz A.

Hallar dos bases diferentes de F.

d) Hallar una ecuacion vectorial de F

e) Hallar unas ecuaciones paramétricas de F
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ESPACIO VECTORIAL

f) Hallar unas ecuaciones implicitas de F

g) Sea C el subespacio vectorial de R* generado por los vectores columna de
la matriz A

Hallar una base de C.

h) Encontrar una relacion de dependencia lineal existente entre los vectores
columna de la matriz A.

i) Hallar la ecuacién vectorial de C

j) Hallar unas ecuaciones paramétricas de C

k) Hallar unas ecuaciones implicitas de C
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ESPACIO VECTORIAL

1) (Fy C son hiperplanos distintos?

m) Calcular una base y unas ecuaciones paramétricas de FNC

n) (F+C=%R"

0) (F+C es suma directa?

p) Hallar un subespacio suplementario del subespacio F:
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ESPACIO VECTORIAL

2. Estudiar, para cada uno de los conjuntos de vectores que se indican, si son
libres y/o sistemas de generadores y/o base de R", utilizando la funcién rank:

S
g |z2ulg o @ N
Vectores A 2 |gz|3 g 8 Justificacion
s ¢ |= @
=}
=
i, =(1,-2,0)

i, =(3,0,)
i, =(-LL1)

u =(1,-2)
u, =(3,0)
u, =(-LI)

i =(1,-2,0,0)
i, =(3,0,L)
i, =(-LL12)
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ESPACIO VECTORIAL

. L, . . . 5
3. Unas ecuaciones paramétricas de un cierto subespacio vectorial F de R
son:

X=a+20+y+40

y=F+y+20

Mz=a+2B+2y +55 cona,B,y,5 € R.Se pide hallar una base y unas
t=a+3y+40

v=a+ [ +4y+66

ecuaciones cartesianas de F.

SOLUCION:
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4.

a) Estudiar si el conjunto de vectores
B = { u, = (1,1,1), u, = (— 1,1,0), u, = (— 1,—1,2)} constituye una base de R°.

b) Hallar una base Bs del subespacio de R°:
Sz{(x,y,z)ei}{3/x—2y+Z:0 }

¢) Hallar un vector U & S. Razonar porqué {ﬁ }U B, =B, constituye una
base de R°.

d) Hallar las ecuaciones del cambio de base de By a B, en forma matricial.
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5. Consideremos las bases de R>:

{8, =(1,0,0),8, =(0,1,0),&, = (0,0 1)}

{ IPLUN N N )*:l_Ll}
7 2727 f”f 2[2'

a) Hallar las ecuaciones del cambio de base de B; a B,.

B,
B,

b) Hallar el conjunto F de vectores que tienen las mismas coordenadas
respecto de B; y B,.

¢) Demostrar que F es un subespacio de 9’y hallar una base de F
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APLICACIONES LINEALES Y DIAGONALIZACION DE MATRICES
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APLICACIONES LINEALES Y DIAGONALIZACION DE MATRICES
ALGUNAS FUNCIONES DE DERIVE SOBRE EL TEMA:

CHARPOLY/(A) calcula el polinomio caracteristico de la matriz A.
EIGENVALUES(A) calcula los valores propios de la matriz A, tiene el problema de no
decir el grado de multiplicidad de cada valor propio.

Usar Simplificar, Factorizar, Racional, Factorizar, para calcular los valores propios y su
grado de multiplicidad factorizando el polinomio caracteristico.
EXACT_EIGENVECTOR (A, valor propio) calcula el subespacio de vectores

propios de una matriz A correspondiente a un determinado valor propio.
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APLICACIONES LINEALES Y DIAGONALIZACION DE MATRICES

1. Seaf: R°* — R° definida por
f(x,y,z):=[x+2y—3z, 2x+y—4z, x—y—Z|

a) Hallar una ecuacion matricial de la aplicacion lineal £

b) Calcular las imagenes de los vectores (5,2,3) y (0,0,0).

Podemos afirmar: Si/No

¢, Es finyectiva?

(El vector (5,2,3)eN(f)?

¢) Hallar una base, la dimensiéon y unas ecuaciones paramétricas del
subespacio vectorial N(f).

X =
Bv={( 0 ) dimN(f)=____ N(f)=1y =
Z =
(Es fun endomorfismo?  ;Porqué?
Porser f: ®° — R° un endomorfismo se verifica:
dim N(f) = < dim Im(f) = < rg(A) = < una base de Im(f) esta

formada por __ columnas linealmente de A.

Justificar porqué f no es inyectiva.

Unidad Docente de Matematicas 75
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d) Hallar una base y unas ecuaciones paramétricas de Im(f).
X =

BIm(f):{( H H ): ( ’ ’ )} lm(f) = y =
Z =

(Es el vector (1, 6, 5) un vector propio de f? En caso afirmativo quién es su valor

propio asociado.

e) Hallar el polinomio caracteristico de la matriz A, asociada al endomorfismo

f) Los valores propios de A son: M= A= A=

g) ¢ Es A diagonalizable? ;porqué?

h) Hallar el conjunto de vectores propios (subespacio propio) asociado al
valor propio Ai

Valor propio Subespacio propio Base del subespacio
M=____ Vi=<( , , P C 5 - )
M= Vi=<( , S C - 5 )
M= Vis=<( , N C - 5 )

i) Hallar una matriz P tal que P"' AP sea una matriz diagonal

P= , P'AP =

2. Para cada una de las matrices siguientes hallar:
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-4 -6 0 1 2
Matriz 3 5 0 20
0 0o 2 0 1

Polinomio caracteristico.

Valores propios.

Subespacio de vectores
propios asociado a cada valor

propio.

Base formada por vectores

propios.

Es diagonalizable? ;Porqué?

Matriz de cambio de base o
que permite la
diagonalizacion.

Matriz semejante diagonal.

Subespacio de vectores

invariantes

Subespacios invariantes

(Es f biyectiva?

3. Para cada una de las matrices siguientes hallar:
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APLICACIONES LINEALES Y DIAGONALIZACION DE MATRICES

3 -4 0 2 1 1 1 1
) 4 -5 -2 4 1 1 -1 -1
Matriz
0 O 3 =2 1 -1 1 -1
0 O 2 -1 1 -1 -1 1
Polinomio
caracteristico.

Valores propios.

Subespacio de vectores
propios asociado a cada

valor propio.

Base formada por

vectores propios.

(Es diagonalizable?
[Porqué?

Matriz de cambio de base
0 que permite la

diagonalizacion.

Matriz semejante

diagonal.

Subespacio de vectores
invariantes

Subespacios
invariantes

(Es f biyectiva?
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APLICACIONES LINEALES Y DIAGONALIZACION DE MATRICES
4. Sea f el endomorfismo de R’ definido por las ecuaciones
f(x,y,z) =(x —z,—4y+az,—x +ay), siendo a€ R
a) Obtener la matriz de f.
b) Hallar los valores del parametro a para los cuales f no es isomorfismo.
c¢) Para a=2, obtener una base del N(f).
d) Para a=2, las ecuaciones de Im(f).

SOLUCION:
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ESPACIO EUCLIDEO

1. Sean (iR3 , R ,f) el espacio afin usual tridimensional real, R ={P,, P}, P, P3}

y R ={Qo, Q1, Q2, Q3} dos referencias afines de (9%3, 923,f) de bases asociadas

B={P,P,, P,P,, PP, } y B’={Q,Q,,Q,Q,, Q,Q; } siendo P¢=(1,3,-1), P1=(2,3,-2),
Py=(2,4,-1) y P3=(2,5,-1), Qo=(1,0,1), Q1=(1,1,0), Q>=(0,1,1) y Q3=(0,0,1).

a) Probar que R= {Py, P, P2, P3} es una referencia afin de (R°, ®°, f).

b) Calcular las coordenadas del vector v=(0, -3,2) respecto de la base
B={P,P,, P,P, , P,P, } de W(R),

¢) Calcular las coordenadas de Qy=(1,0,1) respecto R.

d) Calcular las ecuaciones del cambio de la referencia afin Ry R".

e) Si un punto tiene por coordenadas (1,1,1) respecto de R. ;Cudles son sus
coordenadas respecto de R’?

f) Si un plano tiene por ecuacioén x+y+z=0 respecto de R. ;Cual es su ecuacioén
respecto de R’?

SOLUCION:
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2. Determinar la posicion relativa de las dos rectas:

e 3x-2y=-1 bx—2z=b-6
 |8x-2y-2z=-2"  |3x-2y=3-2a

segun los valores de los parametros a y b.

SOLUCION:
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ESPACIO EUCLIDEO

3. Dadas las rectas x-1 =y= 2;1k y XTH =y —2=2z, hallar: a) El valor

de k para que sean secantes. b) Para el valor obtenido, la ecuacion del plano que las
contiene. ¢) Proyeccion de la recta 6x=3y=-2z sobre el plano anterior.

SOLUCION:
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4. Encontrar las ecuaciones de una recta que se apoya en dos rectas ry s y
pasa por el punto P(1,0,1).

_ +y+z=0
eX_y 3.2 LSE{X y+z

X
2 -1’ 2x—-y=3
SOLUCION:

5. Hallar los planos bisectores de los planos concurrentes: x -3y +2z-5=0
y 3x-2y-z+3=0 e indicar cudl corresponde al &ngulo agudo y cudl al obtuso.

SOLUCION:

Unidad Docente de Matematicas 85



ESPACIO EUCLIDEO
6. Dadas las rectas de ecuaciones:

x=3t-7 X=s+1
r=iy=-2t+4;s=< y=2s-9
z=3t+4 z=-s-12

Hallar: a) las ecuaciones paramétricas de la perpendicular comun. b) el valor de la

minima distancia entre ellas.

SOLUCION:
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7. Encontrar el area del tridngulo que tiene como vértices los puntos de
interseccion del plano de ecuacion 2x+3y+3z=6 con los ejes coordenados.

SOLUCION:

8. Dadaslasrectasr:2x +y=0,x-z-3=0;ys:x=2+t, y=-t,z=t, se
pide: a) Hallar la ecuacion de una recta que sea paralela al eje OX y corte ary a s. b)

Hallar k para que la recta obtenida y el plano 2kx +y - kz + 2k = 0 formen un angulo de
30°.

SOLUCION:
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO
Se trata, en primer lugar, de clasificar una transformacion geométrica a partir de su
ecuacion matricial. A continuacién se calcularian sus elementos caracteristicos, en los
casos estudiados en teoria.

Se sugiere el siguiente método:

- = 1 0.0
Sea la ecuacion X'=NX donde N :(T(O) M j, y M la matriz que define la

transformacion lineal asociada.

. t . . . 7
1. Si M-M' = pI,,, es decir, si el producto es una matriz escalar, entonces la ecuacion

. , ) 1 .
corresponde a una semejanza cuya razén es k =./p y la matriz Q = m ‘M es la matriz

ortogonal asociada al movimiento que aparece en la descomposicion de la semejanza
(nota: dicho movimiento no es nico y, por tanto, la matriz Q tampoco). Si p=1, T es un
movimiento.

1
» Si |M|=|kQ|> 0, la semejanza es directa y tomamos Q = - ‘M
»  Si |[M|=|kQ| <0, la semejanza es inversa y tomamos:
p— 1 b r
Q= m ‘M, si es en el plano euclideo E,
1 . : .
Q= X ‘M, si es en el espacio euclideo E,
1
1
— X
2. Calculamos los puntos dobles: definimos la matriz columna X, | x |6 y
y
y
z

resolvemos X = NX.

3. Calculamos los elementos de la transformacion (si es una de las estudiadas en teoria)
siguiendo el método usual en cada caso.

Las homotecias y traslaciones se identifican de inmediato y no hace falta aplicar
este método general

Sugerencia:
Usar la orden minor para escribir M: ~ M:=minor(N,1,1) J =,

90 Unidad Docente de Matematicas



TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO

Nota : En el plano euclideo E, los movimientos y las semejanzas tienen como matriz M
asociada, una matriz de una de las dos formas siguientes:

, 0 bien,
B A B -
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO

. ., . 2
1. Clasificacion de transformaciones de R

a) Clasificar las siguientes transformaciones X'=NX de R’ y hallar sus
elementos caracteristicos:

o 0 1 00
1
N 2—50 21 0
1
| 3 0 —
3 0 ——
5 2

(Es MM'=pl,?

k
M
Q= 1 M (si
k
procede)

Puntos dobles

Tipo de
transformacion

Elementos
caracteristicos

Descomposicion
canodnica
(si procede)
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO

b) Clasificar las siguientes transformaciones X'=NX de R’ y hallar sus
elementos caracteristicos:

1 0 0 1 0 0

N 2 3 -1 43
-2 -1 -3 S
Y5 s

(Es MM'=pl,?

k
M
Q= 1 M (si
k
procede)

Puntos dobles

Tipo de
transformacion

Elementos
caracteristicos

Descomposicion
canodnica
(si procede)
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO

2. Clasificacion de transformaciones de R>

a) Clasificar las siguientes transformaciones X'=NX de R®® y hallar sus
elementos caracteristicos:

1 0 0
-1 1 2
N -2 -2 0 2
0 1 =2 1

0
1

O = =
S o = O
S = = O
e e e =)

¢Es MM'=pl,,?

k
M
Q= ! M (si
k
procede)

Puntos dobles

Tipo de
transformacion

Elementos
caracteristicos

Descomposicion
canodnica
(si procede)
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO

b) Clasificar las siguientes transformaciones X'=NX de R®® y hallar sus
elementos caracteristicos:

1 0 0 O 1 0 0 O
2 0 0 -5 1 0 1 O
N -12 0 5 1 0 0 -1
-6 -5 0 O 0 -1 0 O

(Es MM'=pI,;?

k

| M|

QZ%M(si

procede)

Puntos dobles

Tipo de
transformacion

Elementos
caracteristicos

Descomposicion
canodnica
(si procede)
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO
3. Estudiar la semejanza T , tal que los puntos A=(1,2,3), B=(1,1,1), C=(-
1,2,3) y D=(1,0,2) se transforman en A’=(-3,8,7), B’=(-3,2,4), C’=(3,8,7), y D’=(-3,5,1)
respectivamente.

Solucion:
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO

4. Hallar las ecuaciones de los siguientes movimientos de Es:

Se recuerda que los pasos a seguir son:

1) Hallar una base ortonormal B de E; adecuada para cada caso.

i1) Escribir la matriz Mp asociada al movimiento respecto de la base B.

iii) Hallar la matriz M asociada al movimiento respecto de la base canonica.
1v) Escribir las ecuaciones del movimiento respecto de la base candnica.

a) Giro de angulo a = - 45° alrededor de la recta que pasa por el punto
A(1,1,1) y es paralela al vector U = (0,2,0)

Unidad Docente de Matematicas 97



98

TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO

b) Simetria especular respecto del plano 7 = x+2z+2=0.
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO

¢) Simetria rotacional de plano 7=y —1=0,¢je e = { 5 y angulo
7 =

o =-90°.

Unidad Docente de Matematicas
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO

. _ > 11 2
d) Simetria deslizante de plano 7 =X +y+Z =1 y vector u = (5 y—H——)

33
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TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS DEL ESPACIO EUCLIDEO

Z _—
e) Movimiento helicoidal de eje e=X =y + g = 13 angulo a0 =-120° y
> 22 1
vector U =(—,—,——
33 3
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CONICAS

Apolonio de Perga
262 ?a.C.-90?a.C.



CONICAS
Indicaciones

D

a00 aOl 02
Llamando A=|a, a, &, | alamatrizasociadaa una conicaen un determinado

a02 a12 a22
all a12
a12 a22

funciones de DERIVE permiten calcular algunos invariantes y expresiones asociados a
la ecuacion de dicha conica necesarios para su estudio:

sistema de referenciay A, :( ] a la matriz de su forma cuadratica, ciertas

Expresion Funcion de DERIVE

Ac MINOR (A,1,1)

A DET(A)

AL + Ay TRACE (A.)

As + Ay DET (MINOR(A, 2,2)) + DET(MINOR(A, 3, 3))

Valores propios de A. EIGENVALUES (A¢)
Vectores propiosde Ac EXACT_EIGENVECTOR (A, valor propio)

a a a
( o u 12} DELETE_ELEMENT(A,1)
a02 alZ a‘22
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CONICAS

1. Estudiar las siguientes conicas:
a) X°+y' +2xy—10x-2y+1=0

e Grafica de la conica

Ecuacion matricial

Clasificacion

Ecuacion reducida

Excentricidad y parametro de la conica
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CONICAS

e Ejey vértice. Dibujarlos
Nota: Interseccionar la conica con una recta genérica perpendicular al eje focal,

obligando a que haya un unico punto de corte (que sera el vértice). El eje de la
conica se determina conociendo su direccion y sabiendo que pasa por el vértice.

e Foco y directriz. Dibujarlos.

Eje focal =

circunf. decentroV'y radiog =
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CONICAS

b) 16Xx°* +19y°* — 4xy — 48x — 44y + 61=0
e Grafica de la conica

3

e Ecuaciéon matricial

e Clasificacion

e Ecuacion reducida
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CONICAS

e Semiejes, excentricidad y parametro de la conica

e Centro C. Dibujarlo

e Ejes (indicando cual es el focal). Dibujarlos

e Focos, vértices y directrices. Dibujarlos

Nota: Resolver el sistema

Eje focal =
circunf. decentroC=( , )yradiok=
Focos (Sustituir “k” por “c”= )
Vértices principales (Sustituir “k” por “a”= )
Vértices secundarios (Sustituir “k” por “b”= . Interseccidn con el eje no
focal).
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CONICAS

Directrices (Sustituir “k” por “a?/c”= )
c) 2+X°+2xy=0

e Gréfica de la conica

e Ecuacion matricial

e Clasificacion

e Ecuacion reducida
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CONICAS

e Semiejes, excentricidad y parametro de la conica

e Centro C. Dibujarlo

e Ejes (indicando cual es el focal). Dibujarlos

e Focos, vértices y directrices. Dibujarlos

Nota: Resolver el sistema

Eje focal =
circunf. decentroC=( , )yradiok=
Focos (Sustituir “k” por “c”= )
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CONICAS

Vértices (Sustituir “k” por “a”= )

Directrices (Sustituir “k” por “a?/c”= )

e Asintotas. Dibujarlas

2. Clasificar y hallar la ecuacién reducida de las siguientes conicas:

a) 49x° +25y° —70xy +35x — 25y +6=0
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CONICAS

b) 7X*-5y*+2xy+9x-3y+2=0

c) 2X°+2y* —2xy—-2x+2y+3=0
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CONICAS

3. Hallar las rectas tangentes a la conica X° +Yy* —xXy+X+y =0, que
sean paralelas al eje focal.
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CONICAS

4. Hallar la ecuaciébn de la coénica que pasa por los puntos

(34),(-39).(-3-1), (-9.4) y (2,0).
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