s Espacio Vectorial
1.- Se considera R3® con la suma habitual y con el producto por un escalar que se
indica e casos siguientes. Prueba que en ninguno de ellos, (R3,+,-) es espacio
vectorial seiialando alguna propiedad del producto que no se cumpla:

a) A(x,y.z) = (Ax, Ay, 2)
b) A(x,y.z) =(0,0,0)
c) A(x,y.2) = (3rx, 31y, 3Az)

Solucion

2.- Definimos en R? las operaciones siguientes:
(x,y)+(x'.y)=(x+x",y+y'+1)
A(x,y) = (Ax, Ay +A - 1)
Determinar, para la suma, el elemento neutro y el elemento opuesto de (x, y)
Probar que R? con dichas operaciones es un espacio vectorial.

Sollicion

3.- En cada caso, determinar si F es un subespacio vectorial de R3. En caso
afirmativo, buscar una base y unas ecuaciones implicitas y paramétricas de F.

a) F = { (1,a,B)eR?/ o,B e R}

b) F={ (0,a,B) €R*/ B R}

c) F={ (x,y.z) eR® /—x+3y+22=0}

d) F= { (Z(x,—Bz,y) eR/ a,B,y e R}

e) F = {(x,y.z)eR3 / x+2y+z2 = 0, z = y-x }

f)F = {(x,y,z)eR3 / x,y, z=0}

g) F= {(x,y.z) cR3 / méax(x,y,z)<1} _

Solucion

4. - Sea A={(2,1,3), (-1,2,3), (-3,1,0), (5.,0,3)}). Indicar si son correctas o
falsas las siguientes cuestiones:
a) A es libre.
b) A es sistema generador de un subespacio vectorial.
c) A es una base de R3.
d) rango(A)=4.
e) El vector (2,1,3) es combinacion lineal de los vectores de A.

f) El vector (1,1,1)e< A >. _
Solucion

5.- ¢Qué valores deben tener m y n para que el vector

(-3.m,n,2m-n)e<{(1,0,0,0),(0,1,1,1),(1,1,1,1)} >?
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Espacio Vectorial

Solucion

6.- Sea Py(x) el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y de
grado menor o igual que n. Demostrar que el polinomio x" y sus n primeras
derivadas forman una base de Pn(x) e indicar las coordenadas del polinomio

1+x+x2 en esta base.
74

Soluicion

7.- Determinar si los conjuntos siguientes G:1 y 62 generan el mismo subespacio
vectorial de R3® o subespacios distintos 61={(1,0,-1), (0,1,-1)} y 62 = {(1,1,-2),
(2.1,-3), (0.1,-1)}

74

Solucion

8.- Sea el subespacio vectorial E formado por el conjunto de matrices cuadradas
01

que permutan con la matriz A =[ 10

F={(a I:,J/cx, b,c e R}Se pide:
c -a

a) Demostrar que E es un subespacio vectorial.
b) Una base de E.
c) Los subespacios vectoriales E N F y E+F.

Sollicion

9.- a) ¢Para qué valores de x los siguientes sistemas de vectores son bases de
R®? B ={(1.-1,0), (x1,0), (0,2,3)}: B, ={(2.x.1), (1,0,1), (0,1,3)}

b) Para x = 0, escribir las ecuaciones de cambio de base de Bi a la candnica,
de la canénica a Bi, de B: a B2 y de Bz a Bs.

@@Hﬂﬂ@ﬁ@m

> > -
10.- Hallar las coordenadas del vector u = (x,y,z) en la base B'= {vl,vz,vs}

]. Y sea el subespacio vectorial

donde v; =(1,2,0), v, =(-3,-7,1) y vs =(0,2,-1). éCudl es la matriz de
cambio de la base B' a la candnica?

Solucion

11.-a) Probar que los sistemas de vectores 61 y Gz generan el mismo subespacio
vectorial F de R*.

6:= {(1,2,-1,0), (4,8,-4,-3), (0,1,3,4), (2,5,1,4)}

6= {(1,-2,-13,-1), (1,1,-4,-5), (2,3,-5,-2), (1,1,-4,-1)}
b) Hallar la dimensién, una base “escalonada”, unas ecuaciones paramétricas y las
ecuaciones cartesianas de F.(Vamos a llamar bases “escalonadas” de F a aquellas
cuyos vectores se pueden disponer como las filas de una matriz escalonada)
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Espacio Vectorial
c)Sea H={(x,y, z, t) e R*talesque x +y + 2 =0, x + z -3 t = 0}. Se pide:
1. Hallar la dimension y una base de H, de F + H y de F n H
respectivamente.
2. Unas ecuaciones cartesianas de F + H y de FnH.

d) ¢Es H un subespacio suplementario de F? En caso contrario halla un subespacio
suplementario de F.

@@H@J@ﬁ h

1 2 3
. 01 -2 —1 ) .
12.- Sea la matriz A = 14 7 0 de cambio de base de B a B’, siendo
2 5 8 3
B = {Jluf,} y B'= {\71\74} Escribir L_l)z en funcion de los vectores de la

base B'. Hallar la matriz de cambio de base de B' a B.

oz
Solucion

13.- Comprobar que B= {(1,2,1), (1,1,0), (3.1,1)} y B'= {(1,3,1), (0,1,1),
(2,1,0)} son bases de R3 y calcular las ecuaciones matriciales de cambio

a) de la base B a la base canédnica B¢

b) de la base B’ a B¢

c) de la base B a B’

d) de la base B' a B.

Solucion

14 - Se consideran los tres subespacios de R* siguientes:
F ={ (0,,0,0) / a,Be R}

F, =< (0,1,0,0), (0,0,1,0) >

F, =< (1,0,0,0) >

a) Hallar F, +F,

b) Hallar F, +F,

c) Las sumas anteriores ¢son sumas directas? Cuando asi ocurra, escribir la
descomposicion Unica de cada vector de la suma en suma de dos vectores uno de

cada subespacio.
Solucion
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Espacio Vectorial
15.- Dados los subespacios vectoriales F determinado por las ecuaciones
[ %, = A,

X, =\ +A
X, + X, —X, =0 et

G por las ecuaciones paramétricas {X; = A, + A
X, + X, — X =0 Yep P 3 1 2

X, =M + A5
(X5 = Ay + Ag

cartesianas {

del espacio vectorial R®, se pide: bases de F, 6, F+Gy FNn 6.

SoE

16.- Determinar, en cada caso, si los vectores dados generan y/o libre de R*.
Q) {(1 1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0, 1)}
b) {(1,3,-5.0),(-2,1,0,0),(0,2,1,-1),(1,-4,5,0)}
c) {(1,0,-2,5),(2,1,0,-1),(1,1,2,1)}
74

Sollicion

17.- Escribir cada uno de los siguientes polinomios como combinacion lineal de
x+1, x*+x, x*+2.

a) x> +3x +2

b) 2x* — 3x + 1

c) x* +1

d) x

Soluicion

18.- Determinar si los conjuntos siguientes G1 y 62 generan el mismo subespacio
vectorial de R3 o subespacios distintos

a. 61={(1,0,-1), (1,1,0), (0,1,1)} y 62 = {(2,1,-1), (1,2,1)}

b. 61={(1,0,-1), (1,1,0), (0,1,1)} y 62= {(2,1,-1), (1,-1,0)}

Sollicion

Solucion

20.- En V = R3, sea F ={ (x.y.2) / 2x+y+z= 0}. Buscar un subespacio

suplementario de F.
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Espacio Vectorial

Solucion

21.- Sean F1 y F2 los siguientes subespacios vectoriales de R®:
F ={; /X + ...+ X =0}

F, ={; / x, =...=x5}

Analizar si F1 y Fz2 son subespacios suplementarios de RS> obteniendo la
descomposicion de cualquier vector UecR® en suma u = L_I:+ G; , donde L_I: eR vy
Jz eF,.

Soluicion

22.- En cada caso, encontrar una base de V que contenga a v y/o Wi
a)V =R v= (0, 1, 0)

B)V =R, v=(1-11-1), w
avV

0,1,0,1)

2 2 - 2
Ps, v=x"+1, w=x"+x

SoE

23.- Sea el subespacio vectorial F generado por los siguientes vectores de
espacio vectorial R*: G, = (2,3,1,0);4, = (1,0,1,0): 4, = (0,3,-1,0). Se pide:

a) Rango de H = {i,:,:U;} . <Qué clase de sistema es H? ¢Existe alguna relacién
de dependencia entre los vectores i, U, y U;?

b) Dimension y una base de F.
c) Las coordenadas de los vectores 4, U, y U, respecto de la base obtenida en el

apartado anterior.

d) Unas ecuaciones paramétricas de F.

e) Unas ecuaciones cartesianas o implicitas de F.

f) A partir de las ecuaciones cartesianas otras ecuaciones paramétricas distintas
del apartado d).

g) ¢El vector (1,0,0,0) pertenece o no a F?

h) Una base B* del espacio vectorial R* que contenga a los vectores de una base
de F.

i) Las ecuaciones del cambio de base de la base B* (del apartado anterior) a la
base canénica B. de R*.

J) Las ecuaciones del cambio de la base B. a la base B*

k) La expresion analitica del vector €, de la base candnica respecto de la base

B*.

SoE

24.- Si F y G son subespacios de V, demostrar que F U Ges subespacio de V si y
solosi Fc 6 6 6cF.
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Espacio Vectorial

Solucion

25.- Sea V el espacio vectorial de las funciones reales de variable real. Sea
FF={feV/fespar} y F, ={geV/g es impar}. Demostrar:
a) F1 y F2 son subespacios vectoriales de V.

b) V= F @ F, (Nota: f(x)= 1002120 T2,

Soluicion

26.- Consideremos el conjunto R? formado por todas las parejas (x,y) de nimeros
reales. Se define en R? la operacion interna (x,y)+(x',y")=(x+x',y+y") y una de las
operaciones externas siguientes:

a) Mx,y)=(2x,0)

b) A(x.y)=(Ax.Ay)

c) Mx,y)=(A+Ax-1,A+Ay-1)

d) Mx,y)=(ry.Ay)
para A € R.Decir, para cada uno de los cuatro casos, si se obtiene o no una
estructura de espacio vectorial en R?,

Solucion

27.- Comprobar que el conjunto {(1,1,0), (1,0,2), (0,1,2)} forma una base del
espacio R3. Hallar las coordenadas del vector (2,5,10) en dicha base.
oz
Solucion

28.- Demostrar que los vectores (1,0,-2,1), (1,3,2,-2) y (2,3,4,1) son
linealmente independientes. Construir, a partir de la base canénica, una base que

contenga a estos tres vectores.
oz
Solucion

29.- Encontrar una base del subespacio F de R3 engendrado por los vectores
(1,2,3) (-1,5,2) y (1,9,8). ¢Qué valor hay que dar a x para que el vector
(x,16,13) sea de este subespacio?

Solucion

30.- Si los nimeros 1,3 y 5 son las coordenadas de un vector Vv en la base
{(1,1,0),(0,1,1), (1,0,1)}, hallar las coordenadas del vector v en la base

| Solucion

31.- Sean B={i,v,w} y B'={i',v' ,w'}ldos bases de R3 tales que
i'=d+VvV+w, v'=U0+Vyw'=d4d+w. Hallar las ecuaciones del cambio de la
base B a B' y de la base B' a B

Solucion
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Espacio Vectorial
32.- Dadas las bases de R3, B={i, = (2,1,0), &, = (-1,0,1), G,= (0,1,-2)} y
B ={v, = (0,1,1), v, = (1,0,0), v, = (2,0,1)}. a) Hallar la expresion analitica del

cambio de base de B a B', de B'a B y de B a la base candnica. b) Si
a =(1,1,1) respecto de B ccudles son sus coordenadas respecto de B'? c) Si

b = v, — V,, escribir la expresion de b respecto de B.

Solucion

de cambio de base de B a B’, siendo

AN =

11
33.- Sea la matriz A=|2 O
11

B={l,,0,, 0} y B ={V,,V,,V,}. Escribir el vector @i, en funcién de los vectores de
B'. Hallar la matriz del cambio de base de B' a B.

SolE

34.- Consideremos las bases de V3:
Bi={&, = (1,0,0),¢, = (0,1,0),&, = (0,0,1)},

. 1 1 1. 1 1 I | 1 1
Bz'{”r‘(g,ﬁli)l%-(ﬁlol'ﬁ)l us’(E:'ﬁ:E) }
a) Hallar el cambio de base de Bi a B2 b) Hallar el conjunto F de vectores que
tienen las mismas coordenadas respecto de Bi y de Bz. Demostrar que F es
subespacio de V3 y hallar una base de F.

Sollicion

1 2 -4 3
. 2 5 -3
35.- a) Hallar el rango de la matriz A= . b) Hallar una base del
17 -7 10
1 3 -3 2

subespacio engendrado por los vectores fila de la matriz A. c¢) Hallar unas
ecuaciones vectoriales, paramétricas e implicitas de dicho subespacio.

Solucion

36.- Hallar una base del subespacio vectorial F formado por las matrices de la

b
forma [_ab 0]' Encontrar un subespacio suplementario de F.

oz
Solucion
37.- Sea F el subespacio vectorial F = < (1,-1,0), (0,6,2), (1,5,2), (3.3.2) ».
Se pide:
a) Una base y unas ecuaciones paramétricas de F.
b) Un subespacio & suplementario del subespacio F.
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Espacio Vectorial
c) Sea X = (3,-1,-3). Indicar si xcFé6xec66xecF+6. Descomponer el

vector X en suma de dos vectores, uno paralelo y otro perpendicular al vector
u=(1,-1,0)eF.
d) Una base B: del espacio vectorial F+G.

e) Una superficie en R’ ftiene de ecuacién 3x2+2xy-2xz+3y2+2yz+3zz=1.
Determinar la ecuacion (lo mas simplificada posible) de esta superficie, respecto

B odi=(tollvo(l 1o)laz(ol 1
de la nueva base: Bz—{u—(z,o,z],v—(z, 2,0),w-(0,2, 2]}

f) Ecuaciones del cambio de base de B: a B:.

g) El conjunto H de vectores que tienen las mismas coordenadas respecto de B; y
B2.

h) Demostrar que H es un subespacio vectorial del espacio vectorial R3.

Solucion

38.- Se considera el espacio vectorial R*. Se pide:
a) Determinar si los siguientes conjuntos de vectores generan V:

F - {J1 - (1,1,1,1),0 = (0,1,1,1),0, = (0,0,1,1),u, = (o,o,o,1)}

H= {71 - (1,3,-5,0),v, = (-2,1,0,0),v, = (0,2,1,-1), v, = (1,—4,5,0)}

¢Cudl de ellos es, pues, una base de R*, que llamaremos B?

> > >

b) Sean S = {; ;;} y T= {u, v,w} donde:

x = (1,2,5,3) u=(214-3)
y = (3.1,5,-6) v=(313-2)
z=(113,0) w = (9,2,3,-1)

Sea U=<S >y V=<T>. Hdllar la dimension y una base de cada uno de los
subespacios U, V, U + Vy UNV.

c) Completar la base de U + V obtenida en el apartado anterior para formar una
base B' de R*. Escribir las ecuaciones de cambio de base de B a B' y de B' a B.

Solucion

39.- a) Demostrar que si los vectores &,,¢&,,&, son base de R3 y el vector i es
tal que U=\, + A,€, + A;€; con A, # O entonces los vectores é€,,ii, e, son base
de R3.

b) Generalizar el resultado anterior: Si €, e,,...,€, son una base de un espacio
vectorial V y u=\Ae + A8, +...+A,e,, con A, # 0O, entonces los vectores

n=n¢

-

€.é,...e_,,0¢€.,,...., €, son también base de V.
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Espacio Vectorial

Solucion

40.- Sea {V,,V,,...,V,} una base de un espacio vectorial E. Demostrar que los n

vectores de E siguientes:
W, =V, W, =V, +V,, Wy =V, +V, +V;,..., W

n
74

SoEI

41.- a) Hallar la suma y la interseccion de los subespacios vectoriales E y F
definidos por los siguientes sistemas generadores:

E=<(1,1,1), (1,0,1), (2,6,2)>; F=<(2,0,1), (1,-1,3), (0,2,-5)>
b) ¢Son E y F suplementarios?
c) Sean B;={(1,1,1), (1,0,1), (0,0,1)} y B2={(2,0,1), (0,1,0), (1,-1,1)} dos bases
de R3. Hallar el cambio de base de B:i a Bz y las coordenadas respecto de B; y
de B> del vector de coordenadas (1,0,0) en la base canénica.

Solucion

42.- En R3 se considera el subespacio vectorial S engendrado por los vectores
{(1,0,1), (1,1,0), (1,-1,2)} y el hiperplano H de ecuacion {x + y = 0} respecto de
la base canénica de R3.

Se pide:

1. Ecuaciones paramétricas e implicitas de S y de H

2. Obtener las bases de SNH y S+H

Solucion

=V, +V, +...+V, son base de E.

1 10
43.- a) Hallar el rango de la matriz A=|0 -2 2
1 -3 4

b) Sea F el subespacio vectorial de R® engendrado por los vectores fila de la
matriz A. Hallar una base de F.

¢) Hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

d) Hallar unas ecuaciones implicitas de F.

e) Sea C el subespacio vectorial de R3 engendrado por los vectores columna de la
matriz A. Hallar una base de C.

f) Encontrar una relacion de dependencia lineal existente entre los vectores
columna de la matriz A.

g) Hallar unas ecuaciones paramétricas de C.

h) Hallar unas ecuaciones implicitas de C.

i) ¢F y C son hiperplanos distintos?

J) Calcular una base y unas ecuaciones paramétricas de FnC.

Solucion

44 .- Sea 6 el subconjunto de vectores de .4 formado por los vectores
{(2,3,2,0), (4,6,4,1), (1,0,1,0), (0,0,0,6)} y sea S el subespacio vectorial
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generado por dichos vectores. Se pide:

a) Obtener una base de S

b) Ecuaciones paramétricas e implicitas de S

c) Valores de los pardmetros a y b para que los vectores (a,a,2,2) y (1,b,1,b)

pertenezcan ambos a S. .
Solucion

45.- Se consideran en R* los subespacios vectoriales S = < (1, 1, 1, 1), (1, -1,
1,-1)> yT=<(1,1,0 1), (1, 2 -1,2), (3,5, -2, 5>

a) Hallar la dimension y unas ecuaciones implicitas del subespacio S + T.

b) Hallar la dimension y unas ecuaciones paramétricas del subespacio S N T.

Solucion

46.- Dadas las bases B, = {Jl - (1,0,0).u = (1,1,0), 4, = (1,0,—1)} y

B, = {\Z = (2,1,0),\7; = (3. 2,—1),\7; = (0,0, 1)} del espacio vectorial R3. Se pide:

a) Ecuacion matricial del cambio de base de B: a la base B:.

b) Ecuacion matricial del cambio de base de B: a la base B;.

c) Si el vector tiene coordenadas (1,1,1) respecto de la base B;: ¢cudles son sus
coordenadas respecto de la base B?

Soluicion

47.- Sea el subespacio vectorial F de R* generado por los siguientes vectores:
4 =(1,1,2,0): 4, =(2,-1,0,1); G =(5,-1,2,2). Se pide:

a) Una base de F.

b) Ecuaciones paramétricas de F.

c) Una base B' de R* que contenga la base de F obtenida en el apartado a).
d) Las ecuaciones del cambio de base de la canénica B. de R* a la base B' (del

apartado anterior).

Soluicion

48.- En el espacio vectorial real R*, se consideran los siguientes conjuntos de
vectores:

s={0=(231-5),v=(0,2-13),w=(405-19),1 = (-2,1,-3,11) }
T={p=(250-1),9=(212-7) }

Sean F y G los subespacios engendrados por S y T, respectivamente, es decir:
F=(s)y 6=(T).
a) Hallar los rangos de S y de T.
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b) Hallar a y b para que el vector (2, a, 3, -b) e F.

c) Dar unas ecuaciones implicitas de F y de 6.

d) Calcular la dimension y una base de cada uno de los subespacios siguientes:
F, 6, F+6 y F n G. ¢Es F+G suma directa?

e) Hallar una base B de %* que contenga a los vectores { uv,p } Escribir

las ecuaciones de cambio de base de B a la base candnica y de la base

candnica a B. _
Solucion

49 - Sea A = {(1, 3, -1, 4), (3, 8, -5, 7), (2, 9, 4, 23)}cR*. Se pide:
a) Estudiar si A es un sistema libre o ligado.
b) Si F es el subespacio vectorial de R* generado por A, hallar a partir de A,
una base Br, unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas de F.
c) Hallar una base Bs de un subespacio S, que sea suplementario de F, tal que Br
u Bs sea una base escalonada de R*.
d)SeanB ={(1,1,1),(1,2,1), (1,2, 3)}yB ={-1,0,1), (0,2, 1), (0,0,
1)} c R3. Comprobar que B y B' son bases de R3y hallar las ecuaciones del cambio

de B a B'. -
Sollicion

50.- Sean los subespacios vectoriales:
E = {(a+y,ﬁ+y,a+ﬁ+27)/a,ﬁ,y € R}: F = {(x,y,z) eR/x-y+2z= O}
Se pide:
a) Bases de E, F, E+F y ENF.
b)  Ecuaciones implicitas de E N F .

Soluicion

51.- Sea el vector @ =(1,2,3) expresado en la base B={V,V,,V,} del espacio
vectorial R3. Hallar las coordenadas de d en la base B' = {i,, 4, U,}, sabiendo
que:
g, = 3V, + 2V, — v,
U =4v, + V, + V,
U; = 2V, — V, + V,
Solucion

52.- Dado el espacio vectorial R3:
a) Hallar una base del subespacio vectorial generado por los vectores:

S= {6 = (2,4, O),B =(1,2,1),¢ = (3,2, 1),3 = (3,4, 1)}y expresar el vector d en

dicha base.
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b) Encontrar un vector comin al subespacio E generado por los vectores
4 =(1,23) vy 4 =(3,2,1) y al subespacio F generado por los vectores
v, =(1,0,1) y v, =(3,4,3).
c¢) Indicar si los subespacios vectoriales
H={(x.y.z2)/2x+y-2z=0:x+y =0}y
6={(c —-B+2y,p-a—-2y,a—PB+2y)/a,pB, vy e R}son iguales.
d) Sean B = {ﬁ =(2,1,0),v =(-1,0,1),w = (0,1,—2)} y
B'= {ﬁ‘ =(0,1,1),v'=(-1,0,0),w'=(2,0, 1)} Hallar la matriz del cambio de
base de B a B'.

Solucion

53.- a) Dados los subespacios vectoriales de R* siguientes:

X =2\ +A,
y=»iA — A, 2x+y-z=0
= Ay, A, eR 6 =
F z=A, M2 € {x+2y—1’=0
t=-A -1,

Se pide calcular sendas bases de F, 6, F + 6, F n 6.
b) Dadas las bases de R3 siguientes:
B ={(1,1,1), (1,1,0), (1,0, 0} y B ={2,1,2), (1,0,3), (-1,4,2)}

Se pide hallar la ecuacion matricial del cambio de la base B a la base B'.

SoE

54.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
A ={(x,y.2z,t) € R* tales que x-y = z-t = 3z-x = 0}
B=(3120)), (1,10,-1), (3,1,3,-2), (1,1,-1,1))
C = {(a +B+v,0+2y,7,B) € R tales que a,B,y € R}. Se pide:

a) Dimensién y una base del subespacio B (1 C. b) Dimensién y una base del
subespacio A+C. c) Determinar un subespacio A’ tal que A ® A= R*.

Sollicion

55.- Encontrar los escalares que permiten escribir el vector de R?%, (8, 4, 2, 0)
como combinacion lineal de los vectores (1, 0, 0, 0), (1, 2, 0, 0), (2, 1, 1, 0).

Solucion

56.- Se consideran los vectores q,=(2,1,0,0), a4,=(1,1,-1,0), a,=(3,1,1,0) y
E=<d, G, d >y 6={(x,%,%,x,) eR* x, =-x,} subespacios vectoriales

de R*. Se pide: a) Dimension y bases de E y 6. b) Dimension y una base de un
suplementario de E que se denominara F. c) Ecuaciones implicitas de E. d)
Dimension y una base de E () 6. e) Formar una nueva base de R*, B’ formada por
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Espacio Vectorial :
los vectores a,, 4, y los restantes vectores pertenecientes a 6. f) Encontrar las

coordenadas de los vectores 3, y b = 2&, + 28, + 2&, + 2é, en la base B, siendo
B={¢, &, &, &, } la base candnica.

Solucion

57.- En el espacio vectorial R® se tienen las siguientes bases:
={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, B'={ (1,1,0), (0,-1,0), (1,0,1)} y

B" = {i,u,.u4,}. Sean (x, y, 2), (X', y'. )y (X", ¥°, 2°) las coordenadas de un

vector en las bases B, B' y B" respectivamente.

a.- Escribir la ecuacion matricial del cambio de base de B a B'.
X=X +2z

b.- Sabiendo que {y =1y -2z , dar las coordenadas de los vectores U,,,, U,
Z=-X +2

respecto de B y de B'.

Sollicion
X=a-

58.- Se considera un subespacio F de ecuaciones {y = a
z=p

a.- Obtener una base de F.
b.- Si G es el subespacio generado por el sistema {(1,1, - 1) , (1,1,0)} ,

b.1.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas
del subespacio 6.

b.2.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas

del subespacio FN 6.

Soluicion

59.- En el espacio vectorial R® se tienen las siguientes bases:

- {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, B'={ (1,0,1), (1,1,0), (0,-1,0) } y
B" = {i,U,u4,}. Sean (x, y, 2), (X, y'. Z) y (X, y", Z) las coordenadas de un

vector en las bases B, B' y B" respectivamente.

a.- Escribir la ecuacion matricial del cambio de base de B a B'.
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Espacio Vectorial
X=Yy +2
b.- Sabiendo que |y = x -2z , dar las coordenadas de los vectores i, i,, U,
z=-y +2

respecto de B y de B

SolE

X=a
60.- Se considera un subespacio F de ecuaciones { y =a -f .
z=f

a.- Obtener una base de F.
b.- Si G es el subespacio generado por el sistema {(1,-1,-1), (1,2,0)},

b.1.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas
del subespacio G.
b.2.- Hallar unas ecuaciones paramétricas y unas ecuaciones cartesianas

del subespacio FN 6.

SoE

61.- En un espacio vectorial V, sea la base canénica B = {61,62,63}. Se

considera el subespacio Si1 de ecuacion cartesiana en x = y-z.
a) Obtener una base de S: formada por vectores unitarios.
b) Si Sz es el subespacio engendrado por el sistema {é; + €,-&;, € + &}, hallar

unas ecuaciones paramétricas y cartesianas del subespacio Sz.
c) Hallar una base de cada uno de los subespacios vectoriales S; (1S, y S1+Sa.

Solucion

62.- Dado el espacio vectorial R* consideremos los subespacios:
Vi =<1, 2,0, 1)

Ve={(x,y,2,%) / x-y+z+t=0,y-z=0}
X, =A

Vs = X, =A+pn
X3 =Y
Xs = H

a) Hallar una base de cada uno de los subespacios anteriores.
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Espacio Vectorial
b) ¢Pertenece el vector v = (2, 4, 0, 2) a Vi1 6 V2 6 V3? En caso afirmativo
calcular sus coordenadas respecto de la base correspondiente obtenida en el

Soluicion

63.- En R* consideramos los subespacios vectoriales

A={(xy.zt)eR |x=y=z},

apartado a).

B={(X,y,z,'l’)eR4/x=on+B+y+u,y=0L+B+2p.,Z=Y+H,1'=B+Y}

a) Calcular una base y dimension de A y de B.
b) Calcular una base y dimension de A(1B y de A +B.

c) Determinar un subespacio F suplementario de A.

Solucion

64.- En el espacio vectorial real de dimension cuatro. Se dan las bases

B={lj, G, U3, Ug} y B'={V,, V,, V5, V,} las cuales estdn relacionadas por

=2\71+\73+2\74
=\71+\72—\73
=2\71+\72—\73
= —\71 +2\73 +3\74

F&e e

1° Se considera el vector X < R* cuyas coordenadas respecto de la base B son

X = (1, 2, 0, 0). Determinar sus coordenadas respecto de la base B'.
2° Se considera el vector y e R4 cuyas coordenadas respecto de la base B' son
y = (—1, 2, 0, 1). Determinar sus coordenadas respecto de la base B.
oz
Solucion

65.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
F = {(x,y,z,'r) e R* tales que x = y = z}

G = {(x,y,z,t) ceR* talesque x=a+B+y,y=a+2y,z=y,t= B}
a) Calcular una base y la dimension de los subespacios F, 6, FN 6 y de F+6.

b) Determinar un subespacio F’ para que F @ F'= R*.

Solucion

66.- Dadas las bases de R3,
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Espacio Vectorial
B={i=(1,00),v=(0,1,1),w=(1,0 1)},

B'= {i’= (0. 0, 1),¥=(0. 1, 2),w’=(1, 1, 0)}
a) Hallar la ecuacion matrucual de cambio de base de B a B'.
b) Si d = (1, 1, 1) respecto de la base B, ¢cudles son sus coordenadas

respecto de B'?
c) <cCudles son las coordenadas del vector w respecto de la base B?

SoE

67.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
A= <(z, 0,1,1) (1,1,11) (1,-3,-1,-1) (3,-7,-2, 2)>

E = {(x Y. 2, t) e R* tales que x + y +2z =0, 2x-y-2z=0 }

a) Calcular una base y la dimensién de los subespacios A, E, AN E y de A+E.
b)Determinar un subespacio A’ para que A @ A’= R*.

Solucion
68.- Dadas las bases de R®, B = {i,v,w} y B'={i',v',w'} sabiendo que:

i=240'-v'; v=d'-w', w=v'+2-w'
a) Hallar la ecuacion matricial de cambio de base de B' a B.
b) Si d = (1, 1, 1) respecto de la base B, ¢cudles son sus coordenadas
respecto de B?

c) cCudles son las coordenadas del vector W respecto de la base B y respecto
de la base B?

Sollicion

69.- En R* consideramos los subespacios vectoriales:
S = {(x y,z,1') e R* tales que -2x + 3y + 2z + t = O}
=((3.1.2,0): (1.1,0,-1): (3,1,3,-2): (La,-11))

a) Calcular el valor de “a” para que T tenga dimension 3.
b) Con el valor de a determinado, hallar la dimensién y una base de los subespacios
SNT yde S+T.

c) Determinar un subespacio S’ para que S ® S’= R*.

Solucion

70.- Se consideran dos bases de R:

B={i=(111),V=(-1,10),w=(1.21)}y
B'= {i'= (1.0.0).v'= (3.7.-2),w'= (0.4,1)}

16 U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia.



=]

S,

Espacio Vectorial
a) Hallar la ecuacion matricial de cambio de base de B a B'.

b) Si d = (1, -1, 1) respecto de la base B, ¢cudles son sus coordenadas

respecto de B'?
c) cCudles son las coordenadas del vector w respecto de la base B, respecto
de la base B' y respecto de la base candnica?

Sollicion

U. D. de Matematicas de la E.T.S.I. en Topografia, Geodesia y Cartografia.
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Conmutativa

Sea V un conjunto donde hemos una operacion interna, que designaremos
por “+” V——V
Conmutativa: A+B=B+A para cualesquiera A,BeV.
Sea V un conjunto donde hemos una operacion interna, que designaremos
“7V—sV
Conmutativa: A.B=B.A para cualesquiera A,BeV.

por



Espacio Vectorial

Sea V un conjunto donde hemos definido una ley u operacion interna, que
designaremos por “+” V—— V. Sea K un cuerpo (conmutativo) y sea, por Gltimo,
una operacion externa que designaremos por “-”KxV ——-V.
Diremos que (V,+, -) tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K, o
simplemente que (V,+, -) es un K-espacio vectorial cuando se verifiquen las
condiciones siguientes:

[A1] Asociativa: (a + B)+ c=a+ (B + E) para cualesquiera 4,b,ce V.

[A2] Existencia de elemento neutro: Existe un elemento que designaremos
0eV que verificaque a+0=0+a =4 para cualquier aeV.

[A3] Existencia de elemento simétrico: Para cualquier a €V existe un unico
elemento de V, que designaremos por -a tal que @+ (-a) = (-4) +a =0.

[A4] Conmutativa: a+b=b+a para cualesquiera a,beV.
Observemos que (V,+) debe ser, por tanto, un grupo conmutativo.

[A5] A(@+b)=2rd+Ab para cualquier » Ky cualesquiera a,beV.

[A6] A\ +wa=rda+pa paracualesquiera 1,ueKy cualquier @aeV.

[A7] M(ud)=(ru)a para cualesquiera A,u Ky cualquier @e V.

[A8] El elemento unidad del cuerpo K, que designaremos por 1, verifica

1-a=a paracualquier deV.
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Subespacio vectorial

Sea (V,+,.) un K-espacio vectorial y F una parte no vacia de V, diremos que F es un
subespacio vectorial de V si y solo si (F,+,.) en un K-espacio vectorial.

Sea F una parte no vacia del K-espacio vectorial V. F es un subespacio vectorial
de V con las operaciones +y - inducidas por V si y solo si se verifica:
VA unek, va,be F:>7»é+u5€ F
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Base
Lado o cara horizontal a partir del cual se mide la altura de una figura plana o de un solido.
Base de un espacio vectorial V es un subconjunto de V que sea sistema generador y libre.

Base candnica

Base candnica, Bc, es la base: B, ={€, =(1,0,..,0),&, =(0,1,0,..,,0),...,&, = (0,0,...,0,1)} del espacio
vectorial V.

Base escalonada
Base de un espacio vectorial cuyos vectores forman una matriz triangular

Base ortonormal o métrica

La base B={U,U,,.,U0,} es ortonormal o métrica cuando sus vectores son unitarios
(|u;| =1 i=1,2,...n) y ortogonales entre si (perpendiculares dos a dos).

Base ortogonal

La base B={U,U,,.,0,} es ortogonal cuando sus vectores son ortogonales entre si

(perpendiculares dos a dos).
Base unitaria

La base B={0,,0,,...U,} es unitaria cuando sus vectores son unitarios, es decir, su médulo es 1
(o =1 i=1.2,...n).
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Ecuaciones implicitas o cartesianas

Ecuaciones cuyas incognitas son coordenadas. Relativo a las ecuaciones de un
subespacio vectorial las ecuaciones cartesianas forman el sistema homogéneo que
define dicho subespacio.



Linealmente independientes

Sean fy, f,,... T filas de una matriz cualquiera A. Las filas fy, f,,...,fx son
linealmente independientes, cuando no sean linealmente dependientes, es
decir, cuando si (0)=A,f, +..+1,f,, siendo (0) la fila formada por ceros, se

deduce obligatoriamente que %, =0, Vi.

Sean &,..,a, vectores de V. Los vectores &,,..,a, eV son linealmente

17
independientes, cuando no sean linealmente dependientes, es decir, cuando si
0=A43,+..+A 3 .se deduce obligatoriamente que A, =0, vi. También se dice

que constituyen un sistema libre.

Los puntos A, B, C y D son linealmente independientes si lo son los
vectores
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Rango de un sistema de vectores

Rango de un sistema de vectores es igual al nUmero maximo de vectores
linealmente independientes que contiene.

Rango de una aplicacion lineal
Rango de la aplicacion lineal f es la dimension del subespacio Imagen de f.
Rango de una matriz

Rango de la matriz A es el orden del menor de mayor orden no nulo de A. Lo
denotaremos por r(A) o bien por rg(A).

En Estadistica
Rango o recorrido de una variable estadistica

Es la diferencia entre el mayor y el menor valor de la variable estadistica.
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Sistema generador

Sea H=1{3,,..,a,} un subconjunto de V. H es un sistema generador de V si
para todo vector v eV existen A,,...,A, eK tal que v=»x1a,+.+1 4.
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Ecuaciones parametricas

Ecuaciones en las que intervienen pardmetros.

Ecuaciones paramétricas de una curva plana son ecuaciones de la forma
x=X(t), y=(t) donde el parametro t recorre los valores del campo de
existencia.

Ecuaciones paramétricas de un subespacio vectorial son las coordenadas de
un vector del subespacio vectorial como combinacion lineal de los vectores
de una base.



Combinacion lineal

Sean 4,,..,d, vectores de V. Llamaremos combinacion lineal de los vectores

n
a,,..,a, eV atodo vector v eV de laforma v=24,+.+1d,,siendo i,,..,.A, eK.

n?
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Base candnica

Base canodnica, B, es la base: B, ={g =(10,...,0),&, =(0,1,0,...,0),...,§, = (0,0,...,0,1)} del
espacio vectorial V.

U.D. de Matematicas de la E.T.S.1. en Topografia, Geodesia y Cartografia
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Cambio de base en un espacio vectorial

U}, B'={oy,u,,...,0,} dos bases de V
u, =a,u' +a,,u",+---+a,u',
tales que: U, =a,U'+a,u',+-+a, U,
u,=a,U" +a,,u',+--+a,U',
X' X, a;; any any
Si X = X:Z , X'= Xf , P= afz a? aTZ , abreviadamente la ecuacion matricial
X'n X, din Ao ann

anterior se escribe [ X' =PX| donde P es la matriz que define el cambio de la base B a
la base B'. Diremos que P es la matriz de paso de B a B’.

Este sistema de ecuaciones se denomina ecuaciones del cambio de la base B a
la base B'.

X1 dyp  ap any || X1
X2 dyp  ap anz || X2
X n aln a2n ann Xn
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Coordenadas de un vector

Los escalares (r,,...,A,) tales que v=2x,§& +.+AE, son las coordenadas del vector
v respecto de la base B={g,,....€,} del espacio vectorial V.

A
Las coordenadas de un vector libre AB son las

coordenadas del extremo B menos las

coordenadas del origen A, es decir, AB = OB-

OA.
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Dimension

El nimero de elementos de cualquier base de un espacio vectorial se
denomina dimension del espacio vectorial. Escribiremos dim(V).

La dimension de un espacio afin es la dimension del espacio vectorial
asociado.

a'11 a‘lZ aln
. : A, Ay . Ay, i : L, .
Se dice que la matriz A= =(a;)  tiene dimension mxn;
a a a

ml m2 mn

si m =n, diremos que A es una matriz de orden n.
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Subespacios suplementarios

Sean E; y E, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V. Si se cumple
E,®E, =V, diremos que E; y E, son subespacios suplementarios, en cuyo caso se

verifican las dos condiciones siguientes: E, +E, =V y E, nE, ={0}.
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Suma directa

Sean E; y E, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial V. Llamaremos
suma directa de E; y E; a la suma cuando E, nE, = {6} y se escribe E, ®E, .
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Vector
e Elemento de un espacio vectorial, se identifica por sus coordenadas respecto

de una base del espacio vectorial.
e Segmento orientado, se caracteriza por su direccion, sentido y médulo.
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Hiperplano

Un subespacio vectorial H del espacio vectorial V es un hiperplano si y solo si
dim(H)=dim(V)-1.
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Parametro

e Simbolo que representa una constante en un problema cuyo valor puede
variar de unos casos a otros.
e Variable que interviene en las ecuaciones de algunos lugares
geomeétricos.
En las conicas con centro el parametro focal es la semicuerda que pasa por el
foco perpendicular al eje focal, cuyo valor es: p = b¥/a

Ple.b*/a)

P(c,b/a) .
/”_m — - F(-c o
&—y

En la parabola es la distancia del foco a la directriz.

A\ 4
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Linealmente dependientes

Sean f,, f,,... T filas de una matriz cualquiera A. Las filas fy, f,,...,fx son
linealmente dependientes, cuando existan los elementos ,,...,A, € K no todos
nulos, tales (0) =a,f, +...+4,f,, siendo (0) la fila formada por ceros.

Sean &,,..,a, vectores de V. Los vectores 3,,..,a, eV son linealmente

1 n

dependientes, cuando existan los elementos A,,...,A, € K no todos nulos, tales
que 0=A& +..+A a . También se dice que constituyen un sistema ligado.

Los puntos A, B, C y D son linealmente dependientes si lo son los
vectores
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Escalar

Cada elemento de un cuerpo K, generalmente el de los nimeros reales. Constituyen las
coordenadas de un vector respecto de una base de un espacio vectorial.

Los escalares (A,,...,A,) tales que Vv=A8+.+A €, son las coordenadas del vector Vv

n

respecto de la base B={€,,...,€,} del espacio vectorial V.
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