Integrales Impropias: Eulerianas

INTEGRALES IMPROPIAS
La integral se dice impropia si ocurre al menos uno de los siguientes casos:
e a0 b oambos son infinitos.

e La funcioén f(x) no estd acotada (se hace infinita) en uno o mas puntos del intervalo [a,b].

Ejemplos: L —dx; I dx J.:%dx

X —
En el primer caso se llama integral impropia de 1 especie.
En el segundo caso integral impropia de 2 especie.

Si ocurren ambos casos a la vez se llama integral impropia de 3° especie.

INTEGRACION EN INTERVALOS NO ACOTADOS
(PRIMERA ESPECIE)

a) Sea aeR y una funcién integrable Riemann en todo [a,x], Vx>aeR. Diremos que

I f(x)dx =lim f(X)dX cuando este limite existe y es finito, en cuyo caso la integral impropia
k—o

es convergente. Si el limite anterior fuera infinito diriamos que la integral impropia es divergente y
si carece de limite (no existe) que la funcién no tiene integral.

I e Real = Convergente
[“tedax = tim | “f(x)dx = Joo = Divergente
A = No hay integral

e FEjemplos:

k
Looidx =1lim kLdx = hm{—l} = 11m(—%+ lj =1= Convergente

X k—o J1 X k—o0 X . k—o0

—dx=1lim —dx-hm[2f] —lki_>r£(2\/ﬁ—2)=oo:>Divergente

.[ \/7 koo o1 \/; k—>o0

L cosxdx =lim cos xdx = llm[senx] = llm(senk senO) =no existe = La funcion cosx no

k—w J0 k—o k—o

tiene integral en el intervalo [0,+c0).
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b) Sea beR y una funcién integrable Riemann en todo [x,b], Vx<beR. Diremos que
b b

j f(X)dszlim Ik f(x)dx cuando este limite existe y es finito, en cuyo caso la integral
—o0 ——0

impropia es convergente. Si el limite anterior fuera infinito diriamos que la integral impropia es

divergente y si carece de limite (no existe) que la funcion no tiene integral.

I eReal = Convergente
b
[[ fex)dx = lim [(f®)dx = o = Divergente
# = No hay integral

e

b

e Ejemplo:

-1
J- —dx—llm 1Bd)(:lim[éxm} Zillm(l km)— —o0 = Divergente

1/3 k——o0 dk k—>—o| 2 « 2 k-
¢) Por altimo, la integral fof (x)dx = f f(x)dx + J' “fx)dx es convergente cuando

lo sean ambas integrales.

e Ejemplo:

© X r 0 X 4 ky X 1 : 1
j e'dx=1im | e'dx+lim| e'dx+= llm[ +11m e ] = o0 = Divergente
—o0 k;—»>—o0 Jk; k,—>0d0 k;—>—0 k, >

INTEGRACION DE FUNCIONES NO ACOTADAS
(SEGUNDA ESPECIE)
La funcion f(x) presenta una discontinuidad (no esta acotada) en [a,b].
a) Sea una funcion definida en un intervalo (a,b] integrable Riemann en todo [x,b] siendo a <x <b

y tal que lim f(x)=lim f(x)=%. Diremos que | f(x)dx = lim [ bf(x)dx:lirrol " f(x)dx

a<x
cuando esté limite existe y es finito, en cuyo caso la integral impropia es convergente. Si el limite
anterior fuera infinito diriamos que la integral impropia es divergente y si carece de limite (no
existe) que la funcion no tiene integral.

I e Real = Convergente
[ £Cx)dx =1im | " f(x)dx={® = Divergente
A = No hay integral
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e FEjemplos:

jlldx=lim 1 ldx=lim[ln|x|] =1lim(Inl-Ing) =0 = Divergente
OX O+¢

e—>0 J0+e x £—0 S*)O

J. dX_ISLTjo+S \/_dx —1813)1[2\/_ lm —lsgm(ZJ_ 2\/_ ) 2 = Convergente

b) Sea una funcion definida en un intervalo [a,b) integrable Riemann en todo [a,x] siendo a<x <b
y tal que lim f(x)= limb f(x)=z00.
X —>b" X —>
x<b

b X b—¢
Diremos que I f(x)dx = lim j f(x)dx = h'mj f(x)dx cuando esté limite existe y es finito,
a x—b Ja e—>0 Ja

en cuyo caso la integral impropia es convergente. Si el limite anterior fuera infinito diriamos que la
integral impropia es divergente y si carece de limite (no existe) que la funcioén no tiene integral.

I e Real = Convergente
b-¢
[ bf(x)dx=1irr01 [“f(dx={ = Divergente
A = No hay integral

¢) Si la funcion esta definida en (a,b) con lim f(x)=+c0 y lim f(x) =+, siendo integrable en
x —>a* X —>b"
todo intervalo contenido en (a,b) diremos que la integral es convergente cuando lo sean

simultdneamente las integrales de f en los intervalos (a,c] y [¢,b).

e FEjemplo:

dx =1i j”z lim L”z B

1 1 1/2 1 1 1
——  dx=[ ——d -
.[o /X(I—X) X .[o /X(I—X) X+I1/2 /X(I—X) -0 J0+¢; /X(l X) &) /x(l—x)

= —arcsen(—1) +arcsen(l) = B +g ==

=18]i£1(}[arcsen(2x—1)] +11m[arcsen(2x 1)]]/2

Convergente

d) Por ultimo, f(x) estd acotada Vx €[a,b] excepto en un punto ¢ € (a,b).
b c b . c—g; . b
j f(x)dx = j f(x)dx +j f(x)dx = lim [ feodx +1im [* f(x)dx

£,—>0dc+e,

en caso de ser ambos limites finitos la integral del primer miembro es convergente.

A

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia E




Integrales Impropias: Eulerianas

o FEjemplo:
.[4 ! dx=j3 ! dX+I4 ! dx =1lim = dx+1im v dx =
0x—-3 0x—3 3x-3 §—>0J0  x 13 £,0J3+e, x — 3
=18]ii13[1n|x—3|]:81+£Zj£13[ln|x—3|]:fsz —lglilg(ln| 81|—11’1| 3|)+181£r01(ln1 Ing,)=—-o0+00
N ——
T _7_\\ 4

INTEGRALES EN INTERVALOS NO ACOTADOS DE FUNCIONES NO ACOTADAS.
(TERCERA ESPECIE)
Se trata de una integral con intervalo no acotado, y funciéon no acotada en un ntimero finito de
puntos.
Descomponemos la integral en suma de las integrales de los tipos anteriores. Es convergente

si todas las integrales de los sumandos son convergentes

e FEjemplo:
1 -5 1 a 1 k, 1
—dx— lim —dx+11m —zdx+11m —zdx+11m —dx—
—0 X k, >0 Jk; X g0 X g,—0 J0+e, x k, > dd X

, I 1 , I 1 , I 1 , 1 1 .
=lim|—-—+—|+lim| —+— |+]lim| ——+— |+ ]lim| ——+— | =00 = Divergente
k,—>—0 I kl g—0 g ¢ £,>0 d g, k, k d
NOTA:

w1-cosx dx , puesto que 11m1 COSX:l

x—0 X2 2

e FEjemplo de una integral que no es impropia: jo

Propiedad de las Integrales Impropias
Nos referiremos a las integrales impropias de 1° especie, pero son vdalidas para las de 2y 3“

especie.

Sea f(x) y g(x) dos funciones continuas en [a,0) y supongamos que jwf(x)dxy Iwg(x)dx

convergen, entonces: '[ w(a f(x)+p g(x))dx =a wa(x) dx + B j : g(x)dx y es convergente

Vo,VBeR.
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CONVERGENCIA DE INTEGRALES IMPROPIAS
Integrales en intervalos no acotados j f(x)dx (1* especie)

1. Criterio de comparacion:

Sean f(x) y g(x) tales que 0 < f(x) <g(x), Vx>a

i) Si Jm g(x)dx converge, entonces wa(x)dx converge
ii) Si wa (x)dx diverge, entonces Jwg(x)dx diverge

g(x)

(X
X

2. Criterio de comparacion en el limite:

f(x)

Sean f(x) y g(x) tales que 0 < f(x),0<g(x), Vx>ay limﬁ =A
X—>00 g X

i) Si AeR, A#0 entonces I f(x)dx y J‘ g(x)dx convergen o divergen
simultaneamente.

ii) Si A=0y I g(x)dx converge, entonces I f(x)dx converge

iii) Si A=o0 y j g(x)dx diverge, entonces J f(x)dx diverge
3. Corolario:

Sea f(x) tal que 0 < f(x), Vx>a 'y limm =A

x>0 ]/ xP

i)Si AeR, A =0 yp>l, entonces J:O f(x)dx converge.
ii)Si AeR, A=0 y p<1, entonces LOO f(x)dx diverge.
iii) Si A=0 y p>1, entonces J:O f(x)dx converge.

iiii) Si A =0 y p <1, entonces J:o f(x)dx diverge.

Puesto que sabemos que con a>0.

diverge sip<1

«dx |converge sip>1
« xP

NOTA: Criterios analogos son validos para — oo
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CONVERGENCIA DE INTEGRALES IMPROPIAS
b
Integrales de funciones no acotadas j f(x)dx con f(x) no acotada en x=a (2* especie)

1. Criterio de comparacion:

Sean f(x) y g(x) tales que 0<f(x)<g(x), Vx € (a,b]
b b
i) Si I g(x)dx converge, entonces J f(x)dx converge
b b
ii) Si j f(x)dx diverge, entonces I g(x)dx diverge

2. Criterio de comparacion en el limite:

Sean f(x) y g(x) tales que 0<f(x),0<g(x), Vx e (a,b]y lim fEX; =A
X—a g X

b b
i) Si AeR, A0 entonces j f(x)dx y I g(x)dx convergen o divergen
simultaneamente.

b b
ii) Si A=0y J g(x)dx converge, entonces I f(x)dx converge

b b
iii) Si A=c0 y j g(x)dx diverge, entonces j f(x)dx diverge
3. Corolario:
f(x)

Sea f(x) tal que 0<f(x), Vx e(a,b lim =A
(0 tal que 0= (x). Vx e(ab] y lim -2y

b

i) Si AeR, A#0 yp<l, entonces j f(x)dx converge.
b
ii)Si AeR, A=0y p=>1, entonces j f(x)dx diverge.
cee . b
iii) Si A=0 y p<1, entonces j f(x)dx converge.
b

iiii) Si A =00 y p>1, entonces I f(x)dx diverge.

b dx converge si p<l
Puesto que sabemos que j —_—=

a(x—a)’ |divergesip=>1

NOTA: Criterios analogos son validos cuando f(x) no estd acotada en x=b.
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INTEGRALES EULERIANAS
1) Funcion gamma de Euler

Sea peR, p>0. Sea I'(p) = Io e *x""'dx la funcién gamma de Euler. Esta integral es

convergente y recibe el nombre de integral euleriana de 1* especie.

r

R"—>R
p—>T(p)=] ¢ "x"dx

La funcion gamma, [, esta bien definida, es decir, la integral impropia es convergente V p>0. En

efecto, aplicando el criterio de comparacion en el limite a cada una de las integrales

®© —X -1 1 —X —1 ®© —X -1
IO e "xP dx='[oe xP dx+'[1 e "xPdx

e *x"! x“xP!
lim =1lim € R con o<1 resulta convergente.
x=0" 1/x* x—0" ¥

X, p-1 o, p-1
, _€°X , XX
lim =1lim € R con o>1 resulta convergente.
xoo ]/ x* xo0 ¥

Podemos ver los siguientes valores de p en particular:

ra)= Iwe‘xxl‘ldx =Iwe‘xdx —lim [ e*dx :lim(—e‘k + eo) =1, se corresponde con la funcién de
0 0 k—ow0 J0 k—

densidad de la exponencial.

Q)= J:O e *x*dx =J:O e *xdx =11(Lr}3 Ok e *xdx =££r£[—e_x (x+ 1)]1(; = %{gqg(—e_k (k+1)+e(0+ 1)) =1

Q)= j: e xldx = j: e *xdx =lim : e X dx =lim[ e (x” +2x + 2)](': =

k—o

=lim(—e (K’ +2x+2)+2)=2

k—>w
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p =1, se trata de una integral impropia de primera especie;
0<p<1 es una integral impropia de tercera especie.

Propiedades:
L-T'(p)=(p-DI'(p-1)

Demostracion:

Resolvemos la integral 1= J. e *x""'dx por partes

_ Pl _ _ p—2
u=x" =du=(p })x dx T e 4 (p—l)_[ e *xP2dx

dv=e*dx=>v=—e

Luego,
*® xp- r k —X o P— r —x_p-1¥ ® xp-
I'(p) = J-O e *x"dx = lkl_gol IO e *x"dx = lkl_)rg[—e xP ll) +(p _1).[0 e x"dx =(p-DI'(p-1)

2-T'(p)=(p—-1!sipeN

Demostracion:

Por la propiedad anterior:
I'(p)=(-DI'(p-1)
I'(p-D=(p-2I'(p-2)
I'(p-2)=(p-3)I'(p-3)
...... , luego,
'(3)=2r(2)
rQ)=1qq
ra=1

IF(p)=(p-DI'(p-D=(p-DE-2)I'(p-2)=..=(p-D(p-2)(p-3)..3-2-1-TC1) =(p-1!

3-T(p)I'd—-p)= , si 0<p<l1.

sen (7p)
4- F(%) =n

Demostracion:

En la propiedad 3 sustituyendo p=1/2 se obtiene:
2
r(ljr(l—lj R r(lj = r(lj —Jrn
2 2) sen (71: / 2) 2 2
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Hay muchas funciones de densidad (variables aleatorias) que son o dependen de una funcion

. . 2
gamma: Normal, Uniforme, Exponencial, y,...

_le
2

Veé iemplo, f(X) ! e

éase, por ejemplo, =—
N2

2) Funcion beta de Euler

Sea p,q€R, p,g>0. Sea B(p,q) = J‘; x""(1-x)¥"dx la funcién beta de Euler. Esta
integral es convergente y recibe el nombre de integral euleriana de 2% especie.
R"xR" j>R
(p.@) > B(p.a) = [ x7(1-x)""dx
La funcion beta, [3, estd bien definida, es decir, la integral impropia es convergente V p,g>0.

En efecto: si py q >1, se trata de una integral definida. En caso contrario mediante la comparacion

xP! (1- X)q’1

en el limite lim -

=1#0 y laintegral lep'ldx = I 1%dx es convergente para p>0.
x—0" X 0 0 X P

P11 _ q-1
Andlogamente, 11 mw

LLm (l—x)q"l =1#0 y laintegral IO (1-x)""dx —J.O o dx es convergente para

g>0.

Podemos ver el siguiente caso cuando p=q=1/2 en particular:

11 T 121 1/2-1 ! 1 , .
—— =1 X 1-x dx = | ——=dx == (resuelta en la pagina 3
B(z 2) [ x"a-%) [ NI ( pagina 3)

Propiedades:

L.- B(p,q) =B(q,p)

Demostracion:

Bp.a) =[x (1=x)"dx = ~[Ta-yy"y"dy=[ -y 'y dy = B(a.p)

T
2.- B(p,q) = ZJ.Oz sen’*"'x cos’? xdx
Demostracion:
Resolvemos la integral por un cambio de variable:
x=0=sen’t=0=1t=0

X =sen’t = dx = 2sent cos tdt = ) -
x =1=sen tzl:t:ig

U. D. de Matematicas. ETSI en Topografia, Geodesia y Cartografia E



Integrales Impropias: Eulerianas

| L L
B(p,q) = IO X' 1-x)""dx = Jlf sen’’t-cos’? > t-2-sent-cost-dt = 2_[02 sen’”'t-cos**" t-dt

. 11 /2
Si ahora calculamos B| —,— = 2“‘ dt=mn
2°2 0

I'(p)I'(q)

3.- B(p,q) = Cp 1)

_F(ijr@_(r@jz ot

Si ahora calculamos B(l,lj = =
272 F(l 1) r(1)
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