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Limites y Continuidad de funciones de varias variables *

1.- Se construye un deposito de propano adosando dos hemisferios a los extremos de un
cilindro circular recto. Expresar el volumen V de ese depdsito en funcion del radio r del

cilindro y de su altura h. .
Solugion

2.- Determinar si las siguientes funciones son acotadas:
X+Yy

X+
e y

Sollicion

3.- Hallar el dominio y la imagen o recorrido de las funciones:

JX%y? -9
—

a) z:senz(x+y)cos(x-ey) b) z= c) z=x23eni2+yzseni2
X

a) f(x,y) = In(xy—6) b) g(xy) =

¢) h(x,y) = arc cos d) p(x,y) =

x? +y?
oz

@@Hﬂﬂ@ﬂ@m

4.- Hallar las curvas de nivel de las funciones:
a) z=xy b) z =sen(xy) C) z=x"+y’

Sollicion

5.- La temperatura T (en grados Celsius) en cualquier punto (x, y) de una placa circular
de 10m de radio es:

T =600 - 0,75%2 - 0,75y?
Donde x e y se miden en metros. Calcular y dibujar algunas curvas isotermas:

Solucion

6.- Calcular los siguientes limites:

2 2 2 4
a. lim ?X yz b. |I'm7 Xy c. lim X3 y4
(xy)=(12)  X“+y xy)->L-1)  X+Yy (xyy) x* —y
. Xy —X+Yy e?¥ -1
d Ilm ——=e. I|m f. lim
(x,y)>(0.0) X+Yy (x,y)>(0.0) Lx +y° J (xy)(0.0)  senx In(1+y)

Solucion

7.- Estudiar la continuidad de las funciones:
2 2

XY six,y) = (0,0) XY si(xy) = (0,0)
fxy)=1x"+y L OXY)=  XT+y
0 si (x,y)=(0,0) 0 si (x,y) =(0,0)
Solucion
8.- Dada la funcion:
Xy si(x,y)=(0,0) _
f(x,y)=12x%+3y? —xy , se pide:
k si(x,y)=(0,0)

a. Hallar, si existe, Ilim f(x,y).
(x,y)—~(0,0) (x.y)

b.  Estudiar la continuidad de f en todo R?, seglin los valores de k.
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Limites y Continuidad de funciones de varias variables %2

Sollicion

9.- Estudiar la continuidad en (0, 0) de las siguientes funciones:

Xy :
: 0,0
a f(xy)=1x%+y? si(x,y)#(0,0)
0 si (x,y)=(0,0)
Xy .
) : y 0,0
b. h(x,y): g(x y) x? +y? o (X y)i( ) siendo g(x, y) una funcion continua en (0,0)
0 si(x,y)=(0,0)

tal que g (0, 0) =0. Nota: Utilizar que |xy| < %(x2 + yz),

w si(x,y)=(0,0)

C. j(x,y): X2 +y .

0 si (x,y)=(0,0)
Solucion
. w si (x,y) # (0,0) i
10.- Dada la funcion f(x,y)=< x°+vy . Se pide:
k si (x,y) =(0,0)

a) Hallar, si existe, ( I)l'rr(1O O)f(x, y).
X,y )=,
b) Estudiar la continuidad de f en todo R?, seglin los valores de k.
Solucion
2 1 2
y (1+ 2ysen j + X

x® +y?

11.- Dada la funcion z = . Se pide:

a) Dominio de la funcion.

b) Limites reiterados en el punto (0,0).

c) A la vista del resultado anterior ¢existe el limite de f en (0,0)? En caso afirmativo
calcularlo.

d) ¢Es continua la funcion en (0,0)?

e) Definir f(0,0) para que f sea continua en dicho punto.

Sollicion

12.- Para las siguientes funciones, probar que el valor de ( I)irrgoo)f(x,y) depende del
X,y )—\0,

camino elegido para acercarse a (0,0):
3

_ x%y* _ Xy
A= = D) f(6y) = 77 e
oz
Solucion
: ] X2 +y? .
13.- Consideremos lim . Se pide:

(x.y)-(0.0) Xy
a) Determinar, si es posible, el limite a lo largo de cualquier recta y = mx.
b) Determinar, si es posible, el limite a lo largo de la parabola y =x2.
c) ¢Existe el limite? Justifica la respuesta.
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Solucion

14.- Demostrar aplicando la definicion de limite que ( I)irr(10 O)(y cole =0.
X,y )—(0, X

Solucion

15.- Dada la funcién
2

X%y .
si(x,y)= (0,0
f(x,y)=1/x*+y° Goy) = ( )sepide:

k si (x,y) =(0,0)

a) Limites radiales en (0, 0)

b) Limites reiterados en (0, 0)

c) ¢Existe limite en (0, 0)?

d) ¢Existe algun valor de k para el cual la funcion sea continua en todo R??

Solugion

? Caso afirmativo, calcularlo.

x4 yz
16.- (Existeel lim 5
(xy)>(0,0) y4 yz +(y—x2)

. Solucion
sen(x®+y? _
17.- Sea f(x,y): x2-|-y2 3! (X,y)i(0,0) . Se pide:

1 si (x,y)=(0,0)
a) Dominio de f.
b) Estudiar la continuidad de f.

Solucion
18.- Sea f (x,y)=1 X’ +21/y2 * (x,y);t(0,0)' Se pide:

1 si (xy)=(0,0)
a) Dominio de f.
b) Estudiar la continuidad de f.

Sollicion

19.- Sea f(x,y)= +%>%) si(xy) = (0, )
si(x,y)=(0,0)

k
a) Hallar, si existe, Ilim f(x,y).
) (x,y)-(0,0) ( y)

b) ¢Es f continua en (0, 0) para algun valor de k?

Solucion
yzx(y2 + x2)

20.- Sea f(x,y)=1 x*+y* si(xy)# (0’0).
k si(x,y)=(0,0)

a) Hallar, si existe, lim f(x,y).
X y —)
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b) ¢Es f continua en (0, 0) para algun valor de k?
Solucion
Xpyq . 0 0
21.- Sea f:R* > Rlafuncion: f(x,y)=12x?+3y?—xy st (xy) #(0.0) con p>0y q>0.
0 si (x,y) =(0,0)
Obtener lim (X.y) segtin los valores de py q
Solucion
x3+y® .
22.- Sea f:R* > R la funcion: f(x,y) =4 x?+y* St (xy)# (0.0) Estudiar la
0 si (xy)=(0,0)
continuidad de f.
Solucion
XY' g (x.y) # (0,0)
23.- Sea f :R* > R lafuncion: f(x,y) =4 x*+y* Y "’ Estudiar la
0 si (x,y)=(0,0)
continuidad de f.
Solucion
(xy)k .
24.- Sea f:R? > Rlafuncién: f(x,y) =1 x* +y* st (oY) #(0.0) Estudiar la
0 si (x,y)=(0,0)
continuidad de f segun los valores de k>0.
Solucion
x2y? .
25.- Sea f:D — R lafuncion: f(x,y)=1{ x?y? +x® +y® st (xy)#(00) . Estudiar la
1 si (xy) =(0,0)

continuidad de f en los siguientes casos:
a) D=R?

b) Dz{(x,y)eRzlyzxz,xzyz}

Solicion
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Limites y Continuidad de funciones de varias variables %2
26.- Sea la funcion definida por:

x2—y2

2 2 0
F(xy) = ly| Ty Si X*+y’ #

0 Six?+y*=0

a) Dibujar el conjunto de puntos (x,y) donde la funcion esta definida.
b) Estudiar la continuidad de la funcion en (0,0).

Solucion
2
» ————— si (xy) #(0,0)
27.- Sea f:D—>R la funcion: f(Xx,y)=12x"-y —xy . Estudiar el
1 si (x,y) =(0,0)
dominio y la continuidad de f en el punto (0,0).

Solucion
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1.- Se construye un deposito de propano adosando dos hemisferios a los extremos de un
cilindro circular recto. Expresar el volumen V de ese depésito en funcion del radio r del
cilindro y de su altura h.

Solucién:

El volumen V del deposito depende de los valores que tengan r y h, y es Unico para cada par
(r,h) por lo que es una funcion de r y h.

V(r,h) = mr*h + %nﬁ’
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2.- Determinar si las siguientes funciones son acotadas:
X+Yy 1 1
a) z=sen2(x+y)cos(x-ey) b) z=""2 ¢) z=x%sen— +y’sen—
e x? y?
Solucion:

a. z=sen’(x+y)cos(x -e), ~1<sen?(x +y)cos(x - e” )<1, luego, fes acotada):

b z=21Y
ex+y
INo es acotadal pues, por ejemplo, a lo largo del eje OX (y = 0):
lim LX =—0
X——0 @
. 1 l +
T .
-5 5 10
-1
-2

2ean L | 2ean L
C. z=Xx"sen— +y“sen—
X y

Es acotada, por serlo los dos sumandos:

lim x seni_o lim x senizl

Xx—0 X X—>+o0 X
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3.- Hallar el dominio y la imagen o recorrido de las funciones: a) f(x, y) = In(xy —6) b)

X :
v e) j(x,y) = y4— x> —4y? .

2,2

Xy
X

o .C) h(x,y) = arc cos y d) p(x,y) =

g(xy) = 2
X X

Solucion:
a) f(x, y) = In(xy - 6)

6 .
y<— six<0
Dominio: xy-6 > 0 < )é
y>— six>0

X

Imagen: @
(al acercarse el punto (x, y) a la hipérbola xy=6,
tiende a — oo ; cuando x e y crecen, f tiende a )

x?y? -9
b)g(xy)= Y "7

Dominio: x’y*-9>0 A xz0o

Si x>0, yg—E v yzE
X X

Si x<0, ysE Y% yz—E
X X

Recorrido: |R|

fim, g(x,y)= o0
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c) h(x,y) = arc cos Y
X

Yo
S

Dominio:x#0 A -1< le

Si x>0, —x<y<x
Si x<0, —-x>y>x

Recorrido:

d) p(x.y) =

2

X?+y

Dominio: [R - {(0,0)}

Recorrido: R

lim p(x,y)= oo
xy—i)*
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e) j(x.y) = 4—x2 —4y? .

Dominio: 4—x*-4y*>0 < 4>x*+4y* <

X2

Z4y?<l
4 y

gue es una elipse con los puntos de su interior

Recorrido: [0,2]
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4.- Hallar las curvas de nivel de las funciones:
3
a) z=Xxy b) z =sen(xy) c)z=x2+y2d)z=e(2 e)z=6-2x-3y
Solucion:
a) z=Xxy
L
[ £ Son ' : ' ' , '

hipérbolas.
En el dibujo: vector (xy = ¢, ¢, 1, 10)

b. z =sen(xy)

------

i "'hl‘.\” 'rn II“ .'p'

! |I 'l 'r 4
] 1|r y bl .'
|||‘|.$I‘I|*il;:':.wl1 r ::1 Hﬂfr 'I:mf‘ I*‘Ihthﬁr :E"'ﬂ“ ﬂlkrﬁfﬂ i

|*I|H‘ ’fF?'rl'

K 1’“* N A s
S

sen(xy) =ce[-11]= ,

d=arcsence -E,E
2 2

Son hipérbolas.
En el dibujo: vector (sin(xy) =¢, ¢, -1, 1, 0.5).

U P
2

—

2

x> +y?=c|, Son
circunferencias centradas
en el origen.
En el dibujo: vector (x*+y®=c, ¢, 1, 5).

d) z=e[xzyj

Las curvas de nivel de esta funcion son de la forma ¢ = e( ] m Y| que corresponden
a hipérbolas cuyas asintotas son los ejes de coordenadas.
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e)z=6-2x-3y
Esta funcién es un plano inclinado y sus curvas de nivel son las rectas

c=6-2x-3y dondec=0,24,6,8
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5.- La temperatura T (en grados Celsius) en cualquier punto (x,y) de una placa circular
de 10m de radio es:

T =600 - 0,75x2 - 0,75y?
Donde x e y se miden en metros. Calcular y dibujar algunas curvas isotermas:

Solucion:

Observemos que las condiciones del problema nos indican que 0< x <10, 0< y <10, con
x* +y* <102, por tanto tenemos que la funcion temperatura T(x,y) esta acotada, por ejemplo,
entre T(0,0) =600 y T(10,10) = 450 .

Si queremos precisar mas y obtener la temperatura minima de la placa, hemos de tener en
cuenta que T = 600 - 0,75x? - 0,75y? = 600 - 0.75 (x>+y?) y que el valor maximo que puede
alcanzar x* + y? =107, luego la temperatura minima de la placa es T = 600 — 0.75-100 = 525.
Por lo tanto 525 < ¢ < 600 y las curvas isotermas para ¢ = 525, 540, 555, 570, 585, 600, son,
respectivamente:

0,75x? - 0,75y°= 75; 0,75x? - 0,75y?= 60; 0,75x? - 0,75y?= 45;
0,75x2 - 0,75y?= 30; 0,75x? - 0,75y2= 15; 0,75x2 - 0,75y?= 0|
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6.- Calcular los siguientes limites:

2 2 _\,2 oyl
a. lim EX yz b. lim XY c. li X3 J §
(xy)=>(12) X“+y (y)=-1)  X+y (xy)>1) x* -y
_ 2 2 2 Xy
d. lim XY oy (XZ yzj f.olim & 1
(x,y)->(0.0) X+Yy (y)=(00) | X +y (xy)=(0.0) senx In(1+Yy)
Solucion:
5x’y 10
a | =—=|2
(xy>12) x*+y? 5
2_y? X+Y)(X—
b tm Y O (x+y)( y): lim (x-y)=[2]
(-t x4y 0 ol (x+y) (x.y)>(1-1)
4
c. lim XY
(xy)>) x® —y*
a1yt
alolargodelarectax=1: lim - =liml=1
y-1 1 — y y—l
alolargodelarectay=1: lim )(3—_1=9?=Iim le _L
oL x3-1 0 ot (x-1)fx*+x+1) 3

Luego, jno existe el limite], pues de existir, serfa inico y no coinciden los limites radiales.

xy-x+y _0,
xy00) X+ 0
Limites reiterados:
Iim(limf(x,y)) —lim X —lim(-1) = -1, tim{limf(x,y))=1imY = lim1=1.
x—=0 X x—0 y—0 X—0 y—>

x—0\ y—0 0 y y—0

Luego, [No existel

De hecho los radiales tampoco coinciden (valen m—_i).
m -+

d.

x? —y? 0
e. lim 5 | ==7
(xy)}-(0.0) { X“ +y 0

x2—x2 Y’
alolargodelarectay =x: lim =lim0=0

2

x—0 )(2 + X X—0
2 2\? 2 2\?
alolargodelarectay =2x: lim )(2—(2)()2 = lim )(2—(2x)2 :i
x>0 | X +(2x%) x>0 X +(2%) 25
Luego, |no existe el limite], pues de existir, serfa Gnico.
] e” -1 0,. L
f. lim ———————— =—2?indeterminacion.
(xy)>(0.0) senx In(1+y)
Xy _
lim _ el lim 2= Iim 1=[]
(xy)>(00) senx IN(1+y) (x>0 Xy (xy)-(00)

utilizando las equivalencias de infinitésimos siguientes en 0:
e¥ —1=xy, senx=X, In(1+y)=y.
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7.- Estudiar la continuidad de las funciones:
2 2

Xy X2y .
fxy)={ X2 +y° si (X,y) # (0,0) gxy)= Ixayt (x,y) = (0,0)
0 si (X’ y) = (0’0) 0 Si (X’y) — (O|0)
Solucion:
X y? _
Bty vyt o P00,

0 si (x,y) =(0,0)
Limites reiterados en (0, 0):

Lim(mf(x, y)) ~1im(0) =0

Ilm(llmf(x y))—llm(O) 0
y—0
Limites radiales en (0, 0):

2.3

2
m*X . m*X 0
lim f(x y)=lim————=Iim >=—=0
(x,y)—(0,0) x—>0X +m*x x—>01+m 1
y=mx
Limite a lo largo de la parabola x=ay?:
2\,2
a a
lim }( Y _lim = , que depende del valor de a.
y-0ay’ +y* v-0at 41 at+1

Luego no existe el limite ( I)mg0 0)f(x, y) v, por tanto, f no es continua en (0, 0)|
x,y)—>(0,

Si (x,y)# (0, 0), fes continua en (x, y) por ser compuesta de funciones continuas.

Xy
b) gOy)= I XAyt (x.y) = (0,0)

0 si (x,y) =(0,0)
Limites reiterados en (0, 0):

Ligg(lyim g(x, y)) ~1im(0) =0

Ilm(llm a(x, y)) = I|m(0) 0

y—0

Limites radiales en (0, 0):

mx? mx 0
I|m X,y) =Ilim =lim :—:O
,90y)={in x2+m'x* o0lemix® 1

ymx

Luego de existir el limite, valdria 0. Pasando a polares, se obtiene:
(I’COSOL)Z (rsenat)

limg(rcos o, rsena) = lim . =0
0 =0 (rcosa)” + (rseno)4
(Depende de a?
r seno. €os’ol

No, ya que lim =1lim g(r)-h(r,a), siendo g(r)=r una funcion que tiende a
-0 cos’oL+r’sen’o 0

2
: sena. Cos o -
cero cuando r tiende acero y h(r,a)= una funcion acotada. En efecto:

cos’o + rsen‘a
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cos’a
cos’o + r’sen‘a
es menor 6 igual que el denominador cos®a +r’sen“o. (pues se diferencian en un sumando

positivo).

e
&
- A

B

<1-1=1, ya que el numerador cos’a.

lim g(r)= limr=0y Ih(r, o) =|senal

2

- . X
Por tanto, se verificaque lim — y4
(xy)=>(0.0) X 4+y

=0 y, [ges continuaen (0, 0).
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8.- Dada la funcion:

X Gi(xy)(0,0)
f(x,y)=12x? +3y? —xy

k si(x,y)=(0,0)
a) Hallar, si existe, lim f(x,y).
) e (x,y)-(0,0) (x.¥)

, Se pide:

b) Estudiar la continuidad de f en todo R?, seguin los valores de k.

Solucion:

f(x, y) esta definida en todo R? ya que 2 x?+3y?-xy>0 V (x, y) # (0, 0). En efecto, pasando a
coordenadas polares:

2x243y?-xy = (2r?-cos? o +3r2-sen’ a -r’sen a -cos o = r2(2cos? o +3sen’ o -sen o -CoOS ¢ ) =
r’[2+sen?a -1/2-sen(2 & )] > r?[2+0-(1/2)] = (3/2)r* > 0
para (x, y) # (0, 0).

Es facil probar que los limites radiales son 0.

. r?sen? cosa.-sen’a
|f(x,y)—0|= r-cosour slen o _y | - | <3i=§r=g(r)
r2(2+sen2a—25en(2a)j‘ 2+sen2a—§sen(2a) A
Y Iing g(r) =0. Luego, por el criterio de la mayorante, " yI)irrzO 0)f(x,y) =0

Si (x,y) # (0, 0), fes continua en (x, y) por ser compuesta por funciones continuas
independientemente del valor de k.

En (0,0):

Sik=f(0,0)=0= ( I)irr(l0 O)f(x, y) entonces f es continua en (0, 0).
X,y)—>(0,

Luego:

Si k = 0, f es continua en todo R2.
Si k #0, fes continua en R? - {(0, 0)}

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: Calculo 11 17




=
o

Limites y Continuidad de funciones de varias variables %%

9.- Estudiar la continuidad en (0, 0) de las siguientes funciones:

Xy .
\ 0,0
a. f(x,y)=<x*+y’ F (g0
0 si(x,y)=(0,0)
Xy
y . y 0,0
b. h(x,y)= g(x.) x? +y? si(y)=( ) siendo g(x, y) una funcién continua
0 si (x,y)=(0,0)

en (0,0) tal que g (0, 0) =0. Nota: Utilizar que |xy| < (x +y )

(x2 -y hy -y )xy
c. jxy)=3 x*+y’ *0 0)
0 si (x, y) = (0,0)

Solucion:
a) )f no es continua en (0, 0)| ya que no existe ( I)irr)0 0)f(x, y) pues es facil comprobar que los
X,y )=\,

limites radiales dependen de m (pendiente de la recta por la que nos acerquemos al origen).

b) Como —% < f(x, y) < % h(x, y) es el producto de una funcion acotada por una funcion que

tiende a cero, luego ( I)i”(]o 0)h(X, y)=0="h(0,0), luego, |h es continua en (0, 0),.
X,y )~>\U,

La acotacion de arriba se obtiene haciendo:

y

Xy =z seno -z cosa :%z2 2 seno. cosa :%zzsen(ZOL)géz2 =1(x2 +y?)
S
x> +y* 2

2 2

o R i) 00)
0 si (x,y)=(0,0)

Es un caso particular del apartado anterior para g(x, y) =x*-y?.

Luego, |j es continua en (0, 0)|.
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2
y Y si(xy) £ (00) .
10.- Dada la funcion f(x,y)=< x°+vy . Se pide:

k si (x,y) =(0,0)
a) Hallar, si existe, (X’yl)lggolo)f(x, y).

b) Estudiar la continuidad de f en todo R?, segtin los valores de k.

Solucion:
a)
sen’xseny x’y 0

lim f(x,y)= Iim = lim =7
y)»(0,0)( y) xy00) xZ4+y? 0O xZ+y? 0

(x,

Es facil comprobar que los limites reiterados y los radiales son nulos. Pasando a polares
en este Gltimo limite, se obtiene:

(rcosa)’ (rsena.)
r2

limf(r cosa, rsena) = Iim{
r—0

r—0

} = Iin(‘)l[r cos® asenor| = Il’rrg[g(r)- h(r,a)]
siendo, g(r) =r y h(r,a)=cos? asena que verifican que Iirr01g(r)=0 y que h(r,a) es

una funcidn acotada).
Luego| lim f(x,y)=0|
g (x.y)=(0.0) (x.y)

b)
Si k = 0, f es continua en todo el pland (en el origen por el apartado anterior y en
cualquier otro punto por ser cociente de funciones continuas y no anularse el

denominador). Si k # 0, f es continua en R? —{(0,0)}| por el mismo motivo.
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y2(1+ 2ysen1j +x?
X

11.- Dada la funcion z = .

. Se pide:

+y
a) Dominio de la funcion.

b) Limites reiterados en el punto (0,0).

c) A la vista del resultado anterior ¢existe el limite de f en (0,0)? En caso afirmativo
calcularlo.

d) ¢Es continua la funcion en (0,0)?

e) Definir £(0,0) para que f sea continua en dicho punto.

Solucién:

a) Dom = |R? —{(0,y)/y € R}| ya que en x = 0 no est4 definido 1. adems, el denominador
X

x* +y? no se anula para ningtn (X, y) salvo para (0, 0).

2
b) Iirrg(lirrgf(x,y)jzlirrgx—zzl, lim{limf (x,y))=1im(No 3)=[No existe
x—0\ y—> x—0 X y—

y—0 X—0

c¢) No podemos saber si existe limite o no en (0, 0). Sélo sabemos que de existir, vale 1

1
r’sen’a 1+ 2rsenasen +r2cos® a
rcosa

[Flx.y)-1 = -1l=

rcoso) +\(rsena
(reosa)’ +(rsena)

rzsen2a+2rssen3asen( j+r2cos2 o-—r?

rcosa 2 3 2
: =|sen“o + 2rsen-osen| ———— [+ C0S” oL —
‘ r ‘ rcosa
= 2rsen’asen < 2r=g(r), con limg(r)=0.
senZa+cos? a=1 rcoso |senx|<1 ¥xeR r—0

Luego Ilim f(x,y)=1.
g (x,y)ﬁ(oyo)( y)

d)¢Es continua la funcion en (0,0)?
if es discontinua en (0, 0)| pues (0, 0) & Domf .

e) Definir f(0,0) para que f sea continua en dicho punto.
Tendrfa que ser |f(0,0)= . yI)lrr(10 0)f(x, y) =1|
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12.- Para las siguientes funciones, probar que el valor de : I)l'n(10 0)f(x, y) depende del
X,y )=,

camino elegido para acercarse a (0,0):
3

x2y* X
a) f(x,y)= —— 2 b) (X, y) =—>—
Xy +(x—y ) X-+y
Solucién:
X2y4
a) f(x, y) =

X2y4 n (X B y2)2
Los limites radiales son todos nulos (comprobarlo).

4,4
Limite a lo largo de la parabola x = y?: lim % =lim1l=1
y—0 y'y +0 y—0

3

__ Xy
b) f(X1 y) 9 6
X° +
Los limites radiales son todos nulos (comprobarlo).
2 2
. . . .11
Limite alo largo de lacurva x =y®: lim —— =lim —=1lim ===
x=0 X% 4+ X x—0 2% x>0 2 2

¢Existen dichos limites?
INo, ya que de existir, los limites a lo largo de todos los caminos deberian coincidir|
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2

2
13.- Consideremos lim X +y
(x¥)=(00) Xy

a) Determinar, si es posible, el limite a lo largo de cualquier recta y = mx.
b) Determinar, si es posible, el limite a lo largo de la parabola y =x2.
c) ¢Existe el limite? Justifica la respuesta.

. Se pide:

Solucioén:
a) Cuando existe, se ha de verificar que:
2 2
] x2hy? o oxEayr o XE(LemP) o 1am? 14m?
lim =lim =lim ————==Iim = .
(x,y)—(0,0) Xy y=mx Xy x—0 mxXx x—0 m m
Xx—0

Como vemos el valor del limite depende de la recta que tomemos para acercarnos. Asi para
m=1, el limite vale 2 pero para m=-1, el limite vale -2.
b) Cuando existe, se ha de verificar que:

2 2 2 2 2 2
, X+ , X+ , X+ X , 2
lim —y:hm y - Iim —= Iim —=w
(x,y)—(0,0) Xy y=x2 Xy x—0 XX x>0 X
x—0

c) Los resultados anteriores indican que el valor depende del camino de acercamiento al
(0,0) y como el limite para existir ha de ser tnico, la conclusion es que el limite no existe].
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14.- Demostrar aplicando la definicion de limite que : I)im0 0)(y cosi] (0]
x,y)—(0, X

Solucion:

Sea £ >0. Buscamos un & >0 tal que si 0 < /x> +y® <&, entonces

Sies y/x?+y? <&, entonces: cos— s|y|-1:\/y7§1/x2 +y? <8.

X
Basta, por tanto, tomar & = ¢ para que se cumpla la definicion.

ycosi—o <eg.
X

=y|

ycosi—o
X
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15.- Dada la funcion
2

XY ki, 0.0
Foy) = T oy? si (x,y) # ( )S

k si (x,y) = (0,0)

e pide:

a) Limites radiales en (0, 0)

b) Limites reiterados en (0, 0)

c) ¢Existe limite en (0, 0)?

d) ¢Existe algtn valor de k para el cual la funcion sea continua en todo R*?

Solucidén

a) lim

3 2
xX’m . X‘m
— =lim — ::
0 0
yom VXTHmXT 27 1+m

e X2y | B ] ] Xty | o B
b) 1im [L‘i@ﬁ}‘l‘f& 0)=0, lim ('X'ES m}"'m (0)-[0]

r? cos® arseno.
r

c) |f(rcosa, rsena)—0] =

= |r2 cos® ocsena| <r®=g(r), con lim g(r)=0, luego
r—

kel limite existe y vale 0|

d) f es continua en (X, y) # (0,0) \para cualquier valor de kl por ser cociente de funciones

continuas y no anularse el denominador. Para k = 0, también es continua en (0, 0) pues sera:
lim f(x,y)=0=k=1(0,0).

(x,¥)—(0,0)
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X4 yz
16.- ;Existeel lim
(xy)-(0.0) y4 yz +(y—x2)

> ? Caso afirmativo, calcularlo.

Solucion

Los limites radiales son todos nulos (comprobarlo).

4,4

Limite a lo largo de la parabola y = x*:  lim Y]
x=0 X*X" +0

XX im1=1

Xx—0

Luego, jno existe el limite| estudiado ya que depende del camino.
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sen(x®+y? _
17.- Sea f (x,y) = %)ﬂ) si (xy)#(0,0)
! si (xy)=(0,0)

. Se pide:

a) Dom f.
b) Estudiar la continuidad de f.

Solucion
a) El dominio de la funcion es todo

b) En todo (x,y)#(0,0) la funcion es cociente de funciones continuas cuyo denominador es
distinto de 0. En (0,0) hemos de estudiar si el limite es 1. Pasamos a polares

sen(x’+y*) sen((rcosa)’+(rsena)’) sen(r?) .
x2+y?  (rcosa)?+(rsena)®> 0 7

Luego f también fes continua en (0,0)
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Solucion

a) El dominio de la funcién es todo

b)
Limites reiterados en (0, 0):

!(im(lyimf(x,y)) = 1im(0) =0
Iim(limf(x,y)) =1im(0) =0

y—0 \ x—0

Limites radiales en (0, 0):

3

. . mx . mx 0

lim f(x,y)=lim—; — = lim— ~=—>=0
en -0 =0 X' +4mXT x»0xX“+4m®  4m

Limite a lo largo de la parabola y=ax?:
4

. ax . a a

lim =lim e que depende del valor de a.
a

o0 x* +da’x"  x-0144a’ 1+
Luego no existe el limite ( I)irr(10 0)f(x, y) v, por tanto, f no es continua en (0, 0).
x,y)—>(0,

Si(x,y) #(0,0), fes continua en (X, y) por ser compuesta de funciones continuas.
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TR 2 XYY +X) zl((ery x') si(x,y)st(0,0)_

k si(x,y)=(0,0)
a) Hallar, si existe, (x,J)IE?O,O)f(X' y).

b) ¢ Es f continua en (0, 0) para algun valor de k?

Solucion:
a) Es facil ver que los limites radiales todos valen 2.

Aplicamos el criterio de la mayorante:
. (rcosa) 2 rsenoa((rsenoc)2 +(rcosa)? )

9=
(rsenoc)4 +(rcosa)’

[f(rcosa, rsena)— 2| =|2

| r° cos’® asena | | rcos® asena |
4 4 s\ =2r=g(r)
\r (sen o, + Cos oc)‘ \sen o+ C0S oc‘ 1/2
pues ‘cos2 asena‘ <1,y ‘sen“oc +cos* oc‘ > >
Esta Gltima desigualdad puede verse con la gréfica:
,:-.’sen 14+ ( \
0.5
-2 -1 1

O bien viendo hallando su valor minimo con el método habitual (igualando a cero la derivada
primera, etc.).

Como limg(r)=lim(2r) = 0, ya puede asegurarse que o lim )f (x,y)=2]

y)—(0,0

b) fcontinuaen (0,0) = lim O)f(x,y) =f(0,0) =R=K
X, y)=>0,
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k si(x,y)=(0,0)
a) Hallar, si existe, (x,J)IE?O,O)f(X' y).

b) ¢ Es f continua en (0, 0) para algun valor de k?

Solucion:
a) Es facil ver que los limites radiales todos valen 0.
Aplicamos el criterio de la mayorante:

[f(rcoso, rsena) - |(rsena) rCOSoc((rsena )’ +(rcosa)? )|
| ‘ (rsena)* + (rcosa)* ‘

r° cosasen’o r cos asen o r
a

< =2r=g(r)
Ir*(sen‘o + cos® o) \ seno +cos’ o 1/2
pues ‘senzacom‘sl, y ‘sen“ourcos“ a‘z?

Esta Gltima desigualdad puede verse con la gréfica:

y=(sen x)"4 + (cos 1-:2."'4\

0.5

-2 -1 1

O bien viendo hallando su valor minimo con el método habitual (igualando a cero la derivada
primera, etc.).

Como Iimg(r): lim(2r) =0, ya puede asegurarse que : I)lrr(1 )f(x y):
r—-o r—-o X,y )—>

b) f continua en (0, 0) < ( I)irr(10 O)f(x,y) =f(0,0) < =K
X,y )—>0,
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Ky si (x,y) #(0,0)

21.- Sea f:R* > R la funcién: f(x,y) =1 2x?+3y?—xy con p>0y g>0.
0 si (x,y) =(0,0)

Obtener  lim T(X,y) segtn los valores depy q

Solucioén:

f(x, y) esta definida en todo R? ya que 2x?+3y2-xy>0 V (x, y) # (0, 0).
En efecto, pasando a coordenadas polares:

2x2+3y%-xy = (2r?-cos? a +3r?-sen® o -r’sen o -cos o = r’(2c0s? o +3sen’a -sena -Cos ) =
r’[2+sen?a -1/2-sen(2 )] > r?[2+0-(1/2)] = (3/2)r> > 0 para (x, y) # (0, 0).

Ahora, expresando f(x,y) en coordenadas polares:

(r-cosa)’(rsena)"

_ cos’ ar'sen‘a
fxy)= =

1
r’ [2+sen2a—;5en(2a)j 2+sen2cx—§sen(2a)
Primer caso:

Si p+q<2 se cumple que ( I)|'rr(10 0)f(x, y) no existe, pues (x,y) = (0,0) = r""*? 5 o
X,y)—>(,

Segundo caso:

Si p+q=2 se cumple que ( |)|’rr(1o 0)f(x, y) no existe, pues depende o
x,y)—>(,

Tercer caso:
Si p+g>2

Limites reiterados en (0, 0):

Ilm(llmf(x y)) = Ilm(O) 0

Xx—0

Ilm(llmf(x y))_llm(O) 0

y—0

cos” asen‘a

‘< rp+q—2 1 P+q 2

312

‘ (rcosa)’ {rsena)’ ‘:rp*q‘z

[f(x,y)-0|=

1
r2(2+sen2a—;sen(2a)j 2+sen2cx—23en(2a)‘

Y Iing g(r) =0 Luego, por el criterio de la mayorante, , I)lrr(10 0)f(x y)=0
r— X,y)—>
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3 5

+y°*
22.- Sea f:R* > R la funcién: f(x,y)=1{x*+y* st (x)# (0.0) Estudiar la

0 si (x,y)=(0,0)

continuidad de f.

Solucion:

La funcion es cociente de funciones continuas con denominador distinto de cero para
(xy) #(0,0)

Veamos en particular para (x,y)=(0,0) el limite:

Limites reiterados en (0, 0):

Ilm(llmf(x y))—llm(O) 0

X—0

Ilm(llmf(x y)) = I|m(0) 0

y—0

Limites radiales en (0, 0):

3 55 53

+m°x . X+m’X 0
I|m f(x y)—I|m — =lim —-=—=0
x>0 x> +m*x* o0 (1+m'x?) 1

ymx

Limite a lo largo de la parabola y=ax?

ox3+a’x® L x(@@+a’x!
lim % =lim e
x=0 X° +a"X x=0  1+4+a"X

)=9=0,
1

Veamos con el criterio de la mayorante:

R G O O Y 5 | i

|f(x,y)—0| X2 + X2 + x2+yt X2+ x + x2
y’ y’ y’ y’ y’

=[x[+1y]

Que cumple |x|+|y| = 0 cuando (x,y) —(0,0) resulta f(x,y) —(0,0)

ILa funci6n es continua en (0,0) y por lo tanto en todo R?.
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2

Xy :
23.- Sea f:R* > R la funcién: f(x,y)=1{x?+y* st (xy)# (0.0) Estudiar la

0 si (x,y)=(0,0)

continuidad de f.

Solucion:

La funcion es cociente de funciones continuas con denominador distinto de cero para
(xy) #(0,0)

Veamos en particular para (x,y)=(0,0) el limite:

Limites reiterados en (0, 0):

Ilm(llmf(x y))—llm(O) 0

X—0

Ilm(llmf(x y)) = I|m(0) 0

y—0

Limites radiales en (0, 0):

25 23
Jim £, y) = lim—m = lim 90
x>0 x> +m*x* o0 (1+m'x?) 1

ymx

Limite a lo largo de la parabola y=ax?

5 3
ax ax 0
Ilm——llm =—=0,
x>0 x? +a*x®  x-01+a'x® 1

Sin embargo,

Limite a lo largo de la parabola x=ay?:

4
a a a
lim—=2— —lim

y-0 %yt +y* x>0t 11 att1

El ultimo limite depende de a luego no existe el limite cuando (x,y) —(0,0).

En consecuencia [f no es continua en (0,0)|
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()
24.- Sea f :R®> > R la funcion: f(x,y) = x* +y* st () = (0,0)

0 si (x,y)=(0,0)

Estudiar la

continuidad de f segun los valores de k>0.

Solucion:

La funcion es cociente de funciones continuas con denominador distinto de cero para
(x,y) = (0,0)

Veamos en particular para (x,y)=(0,0) el limite:

Limites reiterados en (0, 0):
leirg (Iylggf(x, y)) = legg(O) =0

Iim(lirrgf(x,y)) =1im(0) =0

y—0 \ x—>
Primer caso:

Si 0<k<2 se cumple que ( I)in?o 0)f(x, y) no existe, pues no es finito
x,y)—>(0,

x* 1
lim f(x,y)=lim=— ==limx*™* =0
(x,y)—0 x—0 2% 2 x—0
y=X

En consecuencia f no es continua en (0,0)
Segundo caso:

Si k=2 se cumple que ( |)|’rr(1o 0)f(x, y) no existe, pues depende m
X,y)—>(0,

m?x* m? m?

lim f(x,y)=Ilim =lim =
(x,y)eo( ) -0 x* +m*x* x01+m* 1+m*

y=mx

En consecuencia, f no es continua en (0,0)
Tercer caso:
Si k>2

Ahora, expresando f(x,y) en coordenadas polares:

k
(rcosarsena) (20c2) cos* arsen®ol

f(x,y)=
rt (cos4 o+ sen“cx) cos* o, +sen‘a
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k k
r2(k—2)| COS” asen"a |< p2(k-2) 1 — 2r2k _g(r)

fxy)-0]= |cos4a+sen4a| 1/2

Y Iingg(r)=0 Luego, por el criterio de la mayorante, ( I)irr(loo)f(x,y)=0.
r— X,y)—>(0,

En consecuencia,  es continua en (0,0)| y por lo tanto en todo R%cuando sea k>2|

Nota:

., . ;. T
La funcion G(a) = cos* o +sena tiene un minimo absoluto para o =
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x2y? .
25.-Sea f:D — R la funcion: f(x,y) =4 x’y* +x® +y® St (xy)=(0.0) . Estudiar la

1 si (x,y) =(0,0)
continuidad de f en los siguientes casos:

a) D=R?

b) D={(x,y)eR2/y2x2,x2y2}

Solucién:
a)

Obviamente f es continua por ser cociente de funciones continuas en todo punto distinto de
(0,0). Analizamos las funcion f en (x,y)=(0,0)

Limites reiterados en (0, 0):

legg(llmf(x y))_llm(O) 0
Ilm(llmf(x y))_llm(O) 0

y—0

Limites radiales en (0, 0):

2,4 2
m-x . m
lim f(x,y)=Ilim = =lm—— o=
(x,y)>0 x>0 m*x* +x%+mPx®  x>om? 4+ x 1+ m?)

y=mx

La funcion no tiene limite cuando (x,y) —(0,0).

En consecuencia, f no es continua en (0,0)

b)
Sin embargo en el nuevo dominio existe el limite y vale 1:

8 8

2,,2 8 8 8 8
oy ey | ey oy
X2y2+X8+y8 |X2y2+X8+y8| x2y2+x8+y8 x2y2+x8+y8 x2y2+x8 x2y2+y8

6 6 6 6 2 2

X X X
+ y < + y + y —0

y? +x° x2+y6¥§;§x4+x6 vy +y° T 14X 1+y?

Resulta que [f es continua en (0,0) y por lo tanto en todo D ={(x,y)eR*/y > x* x> y*|
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26.- Sea la funcién definida por:

six*+y?#0
f(x,y)= |y| X2 +y y
0 Six*+y*=0
a) Dibujar el conjunto de puntos (x,y) donde la funcion esta definida.

b) Estudiar la continuidad de la funcién en (0,0).

Solucion:
a)
2
-2
X2 —y?>0=|x|>|y|
b) lim  f(xy)= |y| yz—go
(xy)>(00) (x x*+y> 0

Limites reiterados:
legg(!/mf(x,y)) =1im0=0; Iylgg(lxlggf(x,y)) = Iy|28|y|| =0

Luego de existir el limite, valdria 0. Pasando a polares, se obtiene:

rsena/cos? o —sen2o| <

2 2
lim(r cos o, rsenc.) = lim|rsena| (rCOSa)Z - (rsena)2 =lim
r-0 0 (rcosa)” + (rsena)”  ™°

<lim r|sen(x| <r

r—0

siendo g(r) =r una funcion que tiende a cero cuando r tiende a cero. Entonces existe el

lim  fxy) = lim |y|

im, _O £(0,0). Por lo tanto, la

funcién es continua en el origen.
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X2
.. T R E— si (x,y) = (0,0)
27.-Sea f:D — R lafuncion: f(x,y) =< 2x° —y“ —xy _Estudiar el
1 si (x,y) =(0,0)

dominio y la continuidad de f en el punto (0,0).

Solucion:

2XP -y —xy=0=y=

—X /X +8x? - {y;tx

2 y #—2X

La funcion f(x,y) esta definida para todo punto (x,y) que no anulen el denominador

Limites radiales en (0, 0):

lim f(x,y)=Ilim =lim
(X,y)-0 (x.¥) x-0 2x% —mx? —m?x

y=mx

La funcion no tiene limite cuando (x,y) —(0,0).

En consecuencia, f no es continua en (0,0)
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Dominio de definicion o campo de existencia.

Conjunto de valores para los cuales se pueden efectuar los calculos que indica la expresion
analitica de la funcion.

D= { X e R" tales que, existe y = f(f() }



Funcién acotada

Una funcién f:D — R esta acotada, si existe un nimero real positivo k, tal que |f (ij <k para

todo X en D.



Concepto de limite

Sean z=f(x,y) una funcién real de dos variables reales cuyo dominio es un subconjunto DcR?,
L un ntimero real y (X,,y,) un punto de acumulacién del dominio D.
Diremos queel limite de la funcion z=f(x,y) cuando (x,y) tiende a (Xo,Yo) €S el numero L y

escribiremos lim f(x,y)=L siysolosi:
(x.¥)~>(x0.%0

Para cualquier nimero €>0, existe un nim ero >0 tal que para todos los puntos (x,y)eD, siendo
(x,¥)# (X0.¥o), que verifiguen que d((X,y),(X,Yo))< & entonces sus imagenes verifican que
d(f(x,y),L)< €. Es decir:

lim f(x,y)=L < Ve >0,358 > 0, tal que, todo (x,y) # (xo,yo) con

(x,y)>(%0.0

\/(x—x0)2 +(y—y0)2 <8:|f(x,y)—L|<8.




Limites reiterados
Dos caminos usuales para especular sobre el va lor del limite de una funcién z=f(x,y) en un

punto (X,,¥,), son los dos caminos determinados por dos lados del rectangulo de la figura :

%

(2, %) > (20,%)

it .
l . 1 CMOM]_ CMOME I:K
™
y

(2g,¥)

X e (x.7) (7

Estos dos caminos proporcionan los siguientes limites que se denominan limites reiterados:

lim limf(x,y) =L lim limf(x,y) =L
y Y o y 2

X2 Xo Y72 Yo o X7 X,




Continuidad en un punto

Una funcion z=f(x,y) es continua en un punto (Xo,,Yo) siy solo si verifi ca las tres condiciones
siguientes:
1. Existe f(Xo,Yo), €s decir (Xo,Yo) €s un punto del dominio de la funcion.

2. Existe lim  f(x,y) =L, siendo L un numero real finito.
(x.y)=(x0:¥0)

3. L=f(X0,yo).



Imagen de una funcion f

Sea f:R?> — R una funcion, Imagen de f es:
Im(f)=f(R*)={yeR*/3xeV,f(X)=y} =R.



Curva de nivel
Dada la funcion z=f(x,y) y una constante c. Una curva de nivel es el lugar geométrico de los

puntos del plano para los cuales f(x,y)=c.
Isoterma

Curva de nivel correspondiente a la misma temperatura en un mapa cartogréfico.
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