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Integral definida

™

F 3

v =f{x)

Definicidon: Particion de un intervalo [a, b].

\_

Es un conjunto finito de numeros reales P = {x,, X4, ...

a=Xy,<X<..<X=Db

Dada una funcion f(x) continua y positiva en [a, b], se quiere determinar el
area limitada por f(x), el eje OX y las rectas x=ay x =Db.

, X} tales que

/
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/ Integral definida: método de Darboux \

Para calcular una aproximacion de dicha area se dara los siguientes

pasos:

1. Se realiza una particion del intervalo [a, b] en n partes.

2. La funcidn f(x) es continua en los intervalos [x;, X.,4] ya que lo es en [a, b].
Por el Teorema de Weierstrass, se puede asegurar que la funcion f(x)
alcanza un maximo, M,, y un valor minimo, m,, en cada intervalo [X;, Xi,4].

3. Se dibuja los rectangulos inferiores de base x;,, — X; y de altura m,.

4. Se dibuja los rectangulos superiores de base x,,, — X; y de altura M..

\_

/
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Particion

Particion del intervalo [a, b]:

= | =, H.

Intervalos inferiores:

Intervalos superiores:

5
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/ Suma inferior

5. Sumamos el area de los rectangulos inferiores y se obtiene

una aproximacion del area por defecto.
" Il -

= | o, 4.

s(f,P) = my(x4- Xg) + My(X; — X4) + ... + M(X, = X 4)

Se define suma inferior de f para P y la designamos

N S(F.P) =Y m, (x, - x,_,)






Se define suma inferior de f para P y la designamos 
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/ Suma Superior

5. Sumamos el area de los rectangulos superiores y se obtiene
una aproximacion del area por exceso.

" MLy

R |

S (f,P)= M;(x4- Xo) + Ma(X; — Xq) + ... + M (X, — X,.4)

Se define suma superior de f para P y la designamos

\ S(E,P)= Y M, (x, - x,)






Se define suma superior de f para P y la designamos 
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/ Integral definida \

A medida que aumentamos el numero de subdivisiones en la particion, de

manera que disminuimos las longitudes de los subintervalos, las sumas

inferiores van aumentando y las sumas superiores van disminuyendo.

Luego las sumas inferiores dependen del numero de particiones que
tomemos en [a, b]. Tendremos, entonces, que las sumas inferiores son
una sucesion {s,, S,, ... , S, } de numeros reales creciente y acotada

superiormente por cualquier suma superior. s$,<s,<... <s, <3S

Luego esta sucesion tiene limite, que coincide con un valor aproximado

\por defecto del area bajo una curva si la funcion es positiva. /

8 (1)




e

Integral definida \

Las sumas superiores dependen del numero de particiones que tomemos
en [a, b]. Tendremos, entonces, que las sumas superiores son una
Sucesion {S, S, ..., S, } de numeros reales decreciente y acotada

inferiormente por cualquier suma Inferior.

Luego esta sucesion tiene limite y coincide en el caso de las funciones

positivas con una aproximacion por exceso del area bajo la curva

Teorema:

s(f,P1)<S(f,P2) para cualquier particién P del intervalo

S>S,>... >S,  >s

Sean P4y P, dos particiones de [a,b], se cumple que

ua,b]=l.

° (1)



Teorema: 





Sean P1 y P2 dos particiones de , se cumple que s(f,P1)S(f,P2) para cualquier partición P del intervalo .
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Integral inferior de f en I= [a,b] como Ib f(x)dx = Sup{s(f,P) /PeP, (I)}

b ,
Integral superior de f en I= [a,b] comoj f(x)dx = Inf{S(f,P) /PeP (I)}
Podemos asegurar que el area del recinto esta comprendida entre las

dos aproximaciones. ) —
j f(x)dx < Area < j f(x)dx

Definicion.
Sea f: [a,b] — R una funcion acotada. Entonces f es

integrable Riemann si1y solo si I b f(x)dx = I b f(x)dx y

se denota I 't (x)dx. (Integral definida sobre [a,b]) /
10 (1)








Integral inferior de f en I como 







Integral superior de f en I como
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Definición. 









Sea   una función acotada. Entonces f es integrable Riemann si y solo si  y se denota. (Integral definida sobre )
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/ Integral definida \

Se define integral definida en [a, b] y se representa por:

I:f(x)dx =I: f(x)dx = Lb f(x)dx

Se llama a los numeros: A v =fix)

a: limite inferior de integracion
b: limite superior de integracion
b

J-f(x) dx

>
a b

Nota.
Este proceso es valido para funciones negativas siempre que se
entienda que un area negativa nos indica que el recinto que delimita

\Ia funcion queda por debajo del eje OX. /
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/ Integral de Riemann

™

\Es decir: I ab f(X) dx

En las condiciones anteriores consideramos:

de base x., - x; y altura f(c;) que se representa por R,

R, = 1(Cy)(X4-Xp) + ... +1(Cy)(Xn— X11)

b
y se representa por: I f(x) dx
a

a) Un punto ¢, de cada [x, x.,]. Se verifica: m; < f(c) < M.
b) Para cada particion, P,, sumamos las areas de los rectangulos
Definimos la integral definida segun Riemann en el intervalo [a, D]

Al limite, cuando n tiende a infinito, de las sumas de los rectangulos R,

= li n f(c. . —X.
nl_I)Iolo ; (c.) (X1 X1-1) /
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/ Funciones integrables \

Condiciones suficientes para ser funciones integrables:

« Las funciones continuas en un intervalo [a,b] son integrables en [a,b].

« Las funciones monétonas en [a,b] son integrables en [a,b].

« Las funciones definidas en [a,b] que son continuas salvo en un
conjunto finito o infinito numerable de puntos donde presentan

saltos finitos, son integrables en [a,b].
e Si f es integrable en [a,b], entonces [f(x)]

if(x)dx < i|f(x)|dx.

también lo es, y ademas

\_

/
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Si f es integrable en , entonces |f(x)| también lo es, y además .
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/ Propiedades de las integrales definidas

\ 2. j f(x)dx=—if(x)dx

. Area _.—I i (X)dX
j f(x)dx= 0 ; por convenio

Sigue /
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Si f(x) es integrable y f (x)> 0 en [a,b] = Iabf (x)dx = Area sombreada.
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Propiedades de las integrales definidas

™

3. Linealidad.

Si f(x) y g(x) son integrables en [a,b], se verifica:

[(t+g)max = ["foodx + [ godx

[*(f) (odx= A [ fx)dx, e R

4. Aditividad respecto del intervalo de integracion

Si f es integrable en [a,b] = jbf(x)dx = jcf(x)dx+jbf(x)dx

5. Monotonia

para cada c € [a,b]

b
Si f(x) > 0 se verifica que la L f(x)dx = 0 ; por tanto:

k Si f (x)> g(x) también jabf(x)dx > ng(x)dx

Sigue /
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Propiedades de las integrales definidas

™

1)

o [[moaq s [inoge

\_

, b
Area = [ f(x)dx |

1)

Area = [ F(x)dx - [ f(x)dx

Sigue /
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/ Propiedades de las integrales definidas

™

6. ‘ [ fex)dx

A

< Lb ‘f(x) |dx

Uab f(x)dx

B
»

)

f(x) }dx

= ['fwdx+ [ fx)dx  Se haria laresta'y
si el resultado es
l negativo se convierte
en positivo.

+ -

En este caso los dos sumandos
Son positivos

/
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Teoremas de funciones integrables en el sentido de
Riemann

1. Teorema del valor Medio
2. Teorema (acotada e integrable = continua)

3. Teorema fundamental del calculo integral

4. Regla de Barrow

\_ /
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/ Teorema del valor medio \

Sea f una funcién continua en un intervalo [a,b]. Existe al menos

un c € [a,b] tal que:
[ fodx = fe) (b-a)

Si f(x) > 0, Vx € [a,b], dicho teorema tiene un significado

intuitivo claro: el area del rectangulo de base (b — a) y altura f(x,)

es igual al area del recinto determinado por f, el eje OX y las rectas

X=ax=b
f(c)

N\ /
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/ Demostracion del teorema del valor medio \

Teorema Weierstrass:
Si M = maximo valor de f(x) en [a,b] y

f (b) y = f (x)

Yo

‘o Si m = minimo valor de f(x) en [a,b],
a

Sabemos:

v

m(b-a) <[ f(x)dx< M (b-a)
| ’ }

Area del rectangulo pequefio Area del rectangulo grande

: )Ibf(x)dx se tiene que y,e[m,M].
- a a

/
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/ Demostracion del teorema del valor medio \

1Y M Teorema Valores intermedios:
e y=f(x)
vl Como f es continua en un
S [*f(0dx=y,{ba) intervalo cerrado, toma todo
a c b X valor comprendido entre el

minimo y el maximo. Por tanto:
dc € [a!b]! f(C) = yO =

[(txax=£(c) (b - a)

\_ /
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Funcion area

™

Definicion de Funcion area

Sea f(x) una funcion continua en [a, b]. Llamamos funcién area o

funcioén integral a la funcion:

F(x) = j:f(t) dt

Esta funcion nos da el area del
recinto delimitado por la funcién

f en todo intervalo [a, x], siendo

y=i()

xela, b].

22




Funcion primitiva

™

Dada la funcién f(x) continua y positiva
en un intervalo [a,b]

La curva y = f(x) barre un area a partir del
punto “a” con lo que se define una nueva

funcién x —» A(x) que asigna a cada valor

de x el area del recinto correspondiente

Por tanto:

area A(b) de la superficie sombreada.

Sigue

Siendo el resultado final de este barrido el

\LA FUNCION AREA A(x) ES UNA PRIMITIVA DE f(x) EN EL INTERVALO [

)

23
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Teorema

™

F (x) = fo (t) dt una funcion definida en el intervalo [a, b] =
a

F (x) es una funcién continua en el intervalo [a, b]

Sea f (x) una funcion acotada e integrable en [a, b] y sea

Demostracion

Se quiere demostrar que F (x) es continua es decir :

lim AF = 0 & lin(}(F(x+ h)-F(x)) = 0 Vx € [a,b]

h—0 h—

En primer lugar se vaa calcularAF =F (x + h) — F (x)

Sigue /
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/ Demostracion del Teorema (continuacion) \

Calculo de F (x) y F (x+h):
Fo=[f@a

a

a

F(x+h)=["f(t)dt

a

Por estar acotada en [a, b] =
V x € [a,b] setieneque f(x))< M & -M < f(x) <M

Como es integrable, aplicando el Teorema del valor medio se tiene:

[t at = Yo (x40

Es una constante ya que f (x) esta acotada ce[x, x+h] C [a, b]

25

> F(x+h)-F(x) =" () dt - [F(t) ot = [“"F (t) ot

x+h
lim ft)dt =1lim y,-h = y,-0=0
h—0" Jx h—0"
\ Nota: Analogamente sih <0 /
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/ Teorema Fundamental del calculo integral \

Sea f (x) una funcion continua en [a, b], entonces la funcion

F (x) = j “f (t) dt para todo x € [a, b] es derivable y su derivada
a
es F ’(x) =f (x)

Demostracion

F (x) derivable en [a,b] © V x e [a,b] Fiy) = tim 28 —jim F&FD-FK

h—»0 h h—>0 h

Calculo de:

F () = [f(t) ot

S F(x+h) -F()=["F)dt-[Fe)dt= [Fio) ot

Sigue /
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x+h

F(x+h):Lf t) dt




/ Teorema Fundamental del calculo integral \
(continuacion)

Entonces sustituyendo nos queda:
 TUM !

Ix+hf (t) dt f (c) /{
F'(x) =lim = " = lim ¥
h—>0* h—>0*

—=C =x+0"-h siendo 0<0 <1

, siendo ¢ € [x, x+h] =

Luego:

F'(x)=f(x+06-0) =f(x) c.q.d

Es decir: | F’(x) =f(x)

\_ /
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Regla de Barrow

™

Si f(x) es una funcioén continua en [a,b] se verifica:

["tdx = F(b) - F(a)

siendo F(x) una primitiva cualquiera de f(x) en [a,b]

Demostracion

F (b) = _Lbf(x) dx + C

Qa)= j:f(x) dx+C =0+C

N

L ol F(b)-F(a)

f (x) continua en [a, b] = G (x) = I:f (t) dt es unafuncién

F(x)=G(x)+C <©F’(x)=G’(x)+0=f(x). Entonces:

primitiva de f (x) en [a, b], si F (x) es primitiva de f (x) se verifica:

= [t dx + C-C =

Lbf (x) dx

/
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/ Calculo de areas \

Calculo de un area entre una curva, el eje OX y las rectas x=a, x=b

Se daran los siguientes pasos:
1. Se calcula las raices f(x) = 0
2. Se tienen en cuenta las que estan en [a, D]

3. Aplicamos la regla de Barrow a cada uno de los nuevos intervalos.

Area = ‘ [5£(x) dx‘ + ‘ [ (x) dx ‘ + ‘ [°(x) dx ‘

\_ /
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/ Calculo de areas \

Calculo del area entre dos curvas

Se daran los siguientes pasos:

1. Se calcula las abscisas de los puntos de corte de las dos curva.
Para ello, se resuelve la ecuacion: f(x) = g(x)

2. Si solo hay dos puntos de corte:

Area = ‘ [2(f(x) - 9(x)) dx‘

3. Si hay varios puntos de corte:

\Area - ‘ [2(f(x)- 9(x)) dx‘ + ‘ [S(f(x) - g(x)) dx ‘ + ‘ 196 - 9(x)) dx‘/
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Integral definida

™

Definicion:

Nota: Caso de no saber calcular una primitiva

Qje recurrir a la integracion aproximada.

Integral definida de una funcién continua y positiva en [a, b]

Ibf (x) = F (b) - F(a) siendo F (x) una primitiva cualquiera de f (x)

: : X2
En las funciones del tipo f(x) = e™*, no sabemos calcular una
L] - L LI 4 r x 2 -
primitiva, aunque la funcion area A(x) = j' et dt exista no podemos
-1

calcular su valor en un punto concreto A(1). En estos casos tenemos

/
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/ Derivada de la Integral \

Dada la funcién F(x) = j:((:))f(t) dt

La derivadaes F'(x)=f(h(x))-h(xX)-f(g(x))-g’(x)
Calcular las derivadas de las funciones siguientes:

a)  F(x)= LX sent’dt = F’(x)=sen x?

b) F(x)= Lx sent’dt = F’(x) =sen (x?)2- 2 x = 2xsenx*

\C)

F(x) = Lxsentdt = F’(x)=sen (x?)-2x—sen x - 1

/
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